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PREFACE. 


La theorie des operations, creee par V. Volterra, a pour 
objet Tetude des fonctions definies dans les espaces a une infi- 
nite de dimensions. Dans plusieurs domaines tres importants des 
mathematiques cette theorie a penetre d’une fa^on essentielle: il 
suffit de rappeler que la theorie des equations integrales et le 
calcul des variations se sont trouves contenus comme des cas parti- 
culiers dans les principales sections de la theorie generale des 
operations. On voit dans cette theorie les methodes de mathe- 
matique classique s’unir aux methodes modernes d’une maniere 
parfaitement harmonieiise et remarquablement efficace. Elle permet 
souvent d’interpreter les theoremes de la theorie des ensembles 
ou de la topologie d’une fa^on tout a fait imprevue. Ainsi p. ex, 
le theoreme topologique sur le point invariant se laisse traduire 
moyennant la theorie des operations (comme Font montre M. M. 
Birkhoff et Kellogg) dans le theoreme classique sur I’exi- 
stence des solutions des equations differentielles. II y a des parties 
importantes des mathematiques dont la connaissance vraiement 
approfondie n’est possible qu’ a I’aide de la theorie des opera- 
tions. Telles sont aujourd'hui: la theorie des fonctions de va- 
riable reelle, equations integrales, calcul des variations, etc. 

Cette theorie merite done avec raison, aussi bien par sa va- 
leur esthetique que par la portee de ses raisonnements (meme ab- 
straction faite de ses nombreuses applications) Tinteret de plus 
en plus croissant que lui pretent les mathematiciens. Aussi on 
ne s’etonnera pas a Topinion de M. J. Hadamard, qui consider© 
la theorie des operations comme une des plus puissantes methodes 
de recherche de la mathematique contemporaine. 
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Le livre present contient la premiere partie de Talgebre des 
operations. II est consacre a I’etude des operations dites Lineal- 
res, qui correspond a celle des formes lineaires a^x^-\-a2X2 + 
+ ... + CLn Xn de I’algebrc. 

La notion d’operation lineaire pent etre definie comme suit. 
Soient E et deux espaces formes d'elements quelconques, mais 
ou une addition associative et Telement-zero sont supposes de- 
finis. Soit y U (x) line fonction (operation, transformation) 
qui fait correspondre a tout element x de f un element y de 
(dans le cas ou E^ est en particulier Tespace des nombres reels, 
cette fonction porte aussi le nom de fonctionnelle). Si, quels 
que soient x^ et x^ de on a U X2) = U (x^) + U(x2)f 
I’operation U(x) s’appelle additive. Si, en outre, E et E^ sont 
des espaces mctriqiies, c. a d. que dans chacun d’eux la distance 
des elements est definie, on pent considerer des operations U{x) 
continues. Or, les operations a la fois additives et continues 
s’appellent lineaires, 

Dans ce livre, je me suis propose de recueillir surtout les 
resultats concernant les operations lineaires definies dans certains 
espaces generaux, notamment dans les ainsi dits espaces da type 
(B), dont des cas particiiliers sont; Tespace des fonctions con- 
tinues, celui des fonctions a / 7 -ieme puissance sommable, Tespace 
de Hilbert, etc. 

Je donne aussi I’interpretation des theoremes generaux dans 
diverses disciplines mathematiques, a savoir dans la theorie des 
groupes, des equations differentielles, des equations integrates, 
des equations a une infinite d’inconnues, des fonctions de varia- 
ble reelle, des methodes de summations, des series orthogonales, 
etc. II est interessant de voir certains theoremes donner des 
resultats meme dans des disciplines assez eloignees les unes des 
autres. Ainsi p. ex. le theoreme sur Textension (prolongement) d’une 
fonctionnelle additive resout simultanement le probleme general de la 
mesure, le probleme des moments et celui de Texistence des solu- 
tions d’un systeme d equations lineaires a une infinite d’inconnues. 
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A cote des methodes algebriques, ce sont surtout celles de 
la theorie generale des ensembles qui passent dans ce livre 
au premier plan, en gagnant a cette theorie plusieurs applica- 
tions nouvelles. On trouvera aussi dans divers chapitres de ce 
livre de nouveaux theoremes generaux. Tels sont, en particulier, 
les deux derniers chapitres et I’annexe: les resultats qu’ils ren- 
ferment n'ont ete nulle part publics. 11s constituent une ebauche 
de 1 etude des invariants relatifs aux transformations lineaires 
(des espaces du type (B)). En particulier, le Chapitre XII contient 
la definition et Tanalyse des proprietes de la dimension lineaire, 
qui joue dans ces espaces un role analogue a celui de la dimen- 
sion au sens ordinaire dans les espaces euclidiens. 

Les resultats et les problemes qui, faute de place, n'ont pas 
ete envisages, sont discutes brievement dans les Remarques a la 
fin du livre. On y trouvera aussi quelques indications bibliogra- 
phiques supplementaires. D’une fagon generale (excepte Tlntrodu- 
ction) je n’indique pas I’origine des theoremes que je crois trop 
simples ou bien demontres ici pour la premiere fois. 

Un certain nombre d’ouvrages plus recents a paru et continue 
a paraitre dans le periodique Stadia Mathematical qui poursuit 
le but de grouper avant tout les recherches concernant Tanalyse 
fonctionnelle et ses applications. 

Je me propose de consacrer un second livre (qui constituera 
la suite de I’ouvrage present) a la theorie des autres operations 
fonctionnelles avec un large emploi des methodes topologiques. 

En terminant, je tiens a temoigner ici mon affectueuse recon- 
naissance c\ tous ceux qui ont bien voulu m’aider dans mon travail, 
en se chargeant de la traduction de mon manuscrit polonais, ou con- 
courir a ma tache par leurs precieux conseils. Je reinercie tout 
particulierement M. H. Auerbach pour sa collaboration a la reda- 
ction de rintroduction et M. S. Mazur pour le concours general 
qu’il m’a prete et pour sa part a la reaction des Remarques finales. 

Stefan Banach, 


Lwow, Juillet 1932. 
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Page 130 en haut lire: 


(45) la suite 




bornee , 



INTRODUCTION. 

A. L^int^grale de Lebesgue-Stieltjes. 

Nous admettons que le lecteur connait la theorie de la me- 
sure et de Tintegrale de Lebesgue^). 

§ 1 . Quelques theor ernes de la theorie de I* integrate de Lebesgue ^). 

Si les fonctions mesurables Xn(t) sont bornees dans leur en- 
semble et la suite {xn{t)) converge presque partout dans un inter- 
valle ferme [a, vers la fonction x (t), on a 


d b 



Pliis generalement, s’il existe une fonction sommable 9 (0 ^ 0 
telle que \xn(t) \ <! 9 (t) pour n — 1, 2, , la fonction limite est 

egalement sommable et satisfait a Tegalite ( 1 ). 

Si les fonctions Xnit) sont sommables dans [a, b] et forment 
une suite non decroissante, convergente vers la fonction x (t), on 
a I’egalite (1), lorsque la fonction a: (t) est sommable, et 

b. 

lim I Xn(t) dt — 00 

n->oo^) 

a 

dans le cas contraire. 

‘) Cf. p. ex. C. d e 1 a V a 1 1 6 e P a u 8 8 i n, Integrates de Lebesgue. Fon- 
ctions d’ ensemble. Classes de Baire, P^aris, Gauthier-Villars (1916), ou H. L e b e s- 
gue, Legons sur integration^ 2-me Edition, Paris, Gauthier-Villars (1928). 

*) Cf. p. ex. C. d e la V a 1 1 d e Poussin, 1. cit., p. 49. 

S. Banach. Theorie des operations lineaires. 
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In trod action. 


Si la suite {x„(t)} de functions a ;7-ieme puissance sommable 
ip >' 1) converge presque partout vers la function x (t) et si 

b 

1 1 Xn(t) {p dt < K pour tout n = 1, 2, . . . , 

a 

la fonction x {t) est egalement p-\hme puissance sommable 


§ 2. Quelques inigalites pour les fonctions a p-Utne puissance 
sommable 

La classe des fonctions a p-ieme (p > 1) puissance sommable 
dans [a, b] sera designee par Au nombre p ,on fait corres- 

pondre le nombre q lie avec p par Tequation ~ i == 1 et por- 
tent le nom d'exposant conjugue avec p. Pour = 2 on a done 
egalement q — % 

Si X it) (2 et y {t) C la fonction x (t) ■ y (t) est som- 
mable et son integrate remplit Tinegalite 


b 


xy dt 


II \x\'’ dty dtj . 

a a 


En particulier, on a done pour p — 2: 



a a 


Si les fonctions x (t) et y (t) appartiennent a H en est 

de-meme de la fonction x {t)-{-y (t) et on a: 




T.. . ^ 7 he Theory of Functions of n real variable,.., 2-nd 

Edition, Cambridge (1921/26), vol. I, p. 300. 

0 Cf. E. W. Hobson, 1. c., vol. I, p. 588. 
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A ces inegalites correspondent les inegalites arythmetiques 
suivantes: 


^ CLi hi 









dont la premiere donne pour /? = 2 Tinegalite connue de S c h w a r z: 



< 
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Pour toute function x {t) a p-ieme {p > 1) puissance sommable 
et pour tout e ^ 0 il existe une function continue cp (t) telle que 


b 

a 


§ 3. La convergence asymptotique. 

La suite functions mesurables dans un certain 

ensemble est dite asymptotique me nt convergente (on convergente 
en mesure) vers la fonction x (t) definie dans cet ensemble, lorsqu’on 
a pour tout e ^ 0 

lim m E{\ Xn(t) — -^( 01^0 = 0 ^). 

n->oo t 

Une suite {a;«( 0} asymptotiquement convergente vers la fonction 
X {t) contient toujours une suite partielle convergente (dans le sens 
ordinaire) presque partout vers cette fonction. 


Cf. p. ex. E. W. Hobson, 1. c., vol. II, p. 250. 

mE d^signe la mesure de I’ensemble E\ le symbole E{) d^sigue d’une 
faQon g4nerale Tensemble des valeurs de t pour lesquelles se pr^sente la pro- 
pri6te mise en (). 
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Pour qu’une suite {Xn{t)) soit asymptotiquement convergente, 
il faut et il suffit que Ton ait pour tout £^0 

lim m E{\ Xi{t) — Xk{t) | ^ e) = 0 0- 

/, k->^ i 

4. La convergence en moyenne, 

Etant donnee une suite {Xn(t)} de functions a ;7-ieme puissance 
sommable {p ^ 1) dans [a, Z?], on dit que cette suite y est a /7-ieme 
puissance convergente en moyenne vers la function x {t) a p-ieme 
puissance sommable, lorsque 

b 

lim r I Xn{t) — X (t)\p dt — 0 . 

n 

a 

La condition necessaire et suffisante pour qu’une telle fonction 
X (t) existe, est que Ton ait 

h 

lim i I Xi{t) — Xk{t) \P dt 

i, k 

a 

La fonction x {t) est alors definie dans [a^ Z?] d’une fa^on 
univoque, sauf dans un ensemble de mesure nulle. 

Une suite de fonctions qui converge en moyenne vers une 
fonction a: (Z) est aussi asymptotiquement convergente vers cette 
fonction-) et contient par consequent (§ 3) une suite partielle qui 
converge (dans le sens ordinaire) presque partout vers la meme 
fonction. 

§ 5. U integrate de Stieltjes ^). 

Soient a: (t) une fonction continue et a (Z) une fonction 
ii variation bornee dans [a, b], En subdivisant Pintervalle [a, b\ 
en intervalles partiels a Taide des nombres 


») Cf. p. ex. E. W. Hobson, 1. c., vol. II, p. 242 — 244. 
*) Cf. p. ex. E. W. H o b s 0 n, 1. c., vol. II, p. 245. 

Cf. p. ex. H. L e b e s g u e, 1. c., Chapitre XI. 
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a = ^0 < < ^2 < . . . < ^ 

et choisissant dans chacun de ces intervalles partiels un nombre 
arbitraire nous pouvons, par analog! e avec la definition 
de I’integrale de Riemann, former la somme 

n 

S X (d-,) [a (ii) — a (// )J ou ti > > ti-i . 

/=! 


On demontre que pour toute suite de subdivisions, pourvu 
que leur intervalle partial le plus grand tende vers 0, les sommes 
S ont une limite commune a toutes suites pareilles; cette limite 
est designee par 

h 

j X (0 (0 

a 

et dite integrate de Stieltjes, 

Cette integrale a les proprietes suivantes; 

b a 

I X (t) da (t) = - ^X {t)da it) , 

a b 

b c c 

j X (i) ^ X (t) dn (0 = j X (t) da (t ) , 

aba 
b b b 

I + X2{t)] da {t) = J" X^{t) da (t) + j X^it) da (t) . 

a a a 


Le premier theoreme sur la valeur moyenne s’exprime ioi 
par rinegalite 



ou M designe la borne superieure de la valeur absolue \x{t)\QiV 
la variation totale de la fonction a {t) dans [a, b]. 
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Si la fonction a (t) est absolument continue, on pent exprimer 
rintegrale de Stieltjes par celle de Lebesgue comme il suit: 

i> b 

J" X (t) da (t)= j X (t) a\t) dt . 

a a 

Si a {t) est une fonction croissante (c. a. d. que Ton a toujours 
a it') a (t") pour a ^ V V' < b) et si Ton pose pour tout nombre 
s de rintervalle [a (a), a (^)] 

p (5) = a 4- borne sup £ (5 a (^)) , 

on obtient: 


b a.(b) 



a(a) 


Demonstration. Nous avons par definition de p ( 5 ): 

(3) P [a (t)] = t pour a^tKb- 

La fonction ^ {s) etant par hypothese croissante et admettant comme 
valeurs tous les nombres de Tintervalle (a, b] ou, d’apres (3), a = p [a (a)] et 
6 = p [a (&)], elle est une fonction continue. II en rdsulte que la fonction 
jcfP(5)I est egalement continue. 

Considdrons une subdivision (8) de (a, b] donn^e par les nombres a = f#< 
<Cti-<i ...<Ct„== b et posons a (y = 6^^ pour i = 1, 2, ... , n. Nous avons 

h^fx I? (s)] ds = (^, - Vl) W) » 

ou d/ = p ( 5 /) et < ■&/ < Evidemment p ^ (5/) = ^ W- En 

vertu de (3) on a ^ = Ra et d'une fa?on analogue ^ = f/. 

Par consequent 

done 


*) Cf. H. L e b e 8 g u e, 1 . c., p. 258 — 260. 
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d’oil 

tt(^) n n 

(4) Jx (P (5)1 ds^^fi (»/) la (ti) - a 

a(a) /-I 

b 

Or, cette derniere somme tendant vers ^ x (t) da (t), lorsque la longueur 

a 

maximum des intervalles de la subdivision (8) tend vers 0, Tegalit^ (4) donne 
r^galitd (3), q. f. d. 

Ceci etabli, si Ton admet que a (^) est une fonction quel- 
conque a variation bornee, on pent la representer toujours 
comme une difference ou les fonctions aj(^) et 

sont croissantes; en designant comme auparavant par Pi(5) et 
les fonctions correspondantes, nous obtenons 


V u u 

I'x (t) da. (t) = ^ X {t) da^it) -jx (0 da^Xt) = 

a a a 

a,(b) a^(b) 

— j X [aj (6')] ds — j X [a.^ (5)J ds . 


ai(fl) 


a2(a) 


Si les fonctions Xn{t) sont continues et bornees dans leur 
ensemble et la suite {^/i(0} converge partout vers une fonction 
continue x (t), on a pour toute fonction a (^) a variation bornee 


u u 

lim r Xn{t) da {t)— (x {t) da {t) , 

n->^J J 

a a 

a,(&) a.,(b) 

lim rA:;,[pi(5)] ds = (a:[Pi(5)] ds et lim fx [^ 2 ( 5 )] ds = rA:n[p2(*5)] ds . 
«->ooJ J n~>^J J 


«i(&) 


«2(6) 


a,(fl) 


a, (a) 


a2(a) 


aj(a) 


§ 6. Le theorime de Lebesgue, 

Notons encore le theoreme suivant. 

Pour qu'une suite de fonctions sommables {Xn{t)) ofi 0 < 1 

remplisse Tegalite 
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lim [ a (t) Xn{t) dt~^ 


pour toute fonction a {t) mesurable et bornee dans [0, 1], il faut 
et il suffit que les trois conditions suivantes se trouvent simulta- 
nement satisfaites: 


V la suite {j \Xn(t) | dt^( est bornee, 

6 

2® pour tout e > 0 il existe un > 0 tel que tout sous- 
ensemble H de [0,1J de mesure < v] donne lieu a I’inegalite 

1/ Xn{t) dt \<^ , quel que soit /z = 1, 2, . . . , 


3® lim I Xn(t) dt ~ 0 pour tout 0 C u < 1 . 


Nous connaitrons dans la suite d’autres theoremes de ce genre. 


B. Ensembles et operatiens mesnaraMes (B) 
dans les ©spaces m<§tFiqines. 

§ 7. E spaces m^riques, 

Etant donne un ensemble non vide £, on dit qu’il constitue 
un espace mitrique ou espace (D), lorsqu’a tout couple ordonne x, y 
de ses elements correspond un nombre {x^y) satisfaisant aux con- 
ditions ^): 

1) (x, a:) = 0, (x,y) > 0 lorsque x^y, 

2) (x,y) = (y,x), 

3) (x,zX(x,y) ■y(y,z). 


*) H. L e b e s g u e, Annales de Toulouse 1909. 

‘) Les trois conditions 1) — 3) peuvent 6tre remplacdes par les deux 
suivantes: I'*) = 0 eqiiivaut a x=y, 2*) {x^z) ■C{Xjy)-{-{z,y), Cf. A. Lin- 

denbaum, Sur les espaces metriqueSj Fundamenta Mathematicae VIII (1926), 

p. 211. 
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Le nombre (a:, y) s’appelle distance des points (des elements) 
x^y. line suite de points {Xn} est dite convergente^)^ lorsque 

(5) Urn {Xp^ Xq) 

on I’appelle convergente vers le point Xo (ce qu’on ecrit lim x„ Xq), 

«->oo 

lorsque 

(6) lim (x„, Xo) — 0 . 


Le point Xo porte alors le nom de limite (ou de point4imite) 
de la suite {x,i}. 

II est facile de voir que la relation (6) entraine (5), car on 
a toujours 

(Xp, Xq) < (X,„ X,)) 4- {Xq, Xo) . 


Par consequent, une suite convergente vers un point est par 
cela-merne une suite convergente; bien entendu, la reciproque 
n’est pas toujours vraie. 

L’espace (D) a propriete que toute suite convergente y con- 
verge vers un certain point est dit complete 

L’espace (D) tel que toute suite infinie de ses points con- 
sent une suite convergente vers un point s’appelle compact, 

Les espaces euclidiens constituent autant d’exemples des 
espaces (D) complets. Nous en allons enumerer ici une serie 
d’autres exemples importants. 

1. Soit {S) V ensemble des fonctions mesurables dans I’inter- 
valle [0,1J. Faisons correspondre a tout couple ordonne x, y 
d’elements de cet ensemble ^) le nombre 



L 1-^ 

r+ix(o-j'{oi 


dt. 


*) Les suites convergentes dans notre sens sont appelees d’habitude 
.suites satisfaisant a la conditim de Cauchy^, c. a. d. precisement h la con- 
dition (5). 

2) Nous posons: x = x{t) et y=yit), resp. x„ = x^ (t) et ^ (t), dans 
tous les exemples ou x et y, resp. x^ et Xy, sont des elements d un ensemble 
de fonctions. 
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On verifie facilement que les conditions enoncees 

plus haul pour la distance, se trouvent remplies. En effet, quant 
aux conditions 1) et 2), c’est evident (nous ne distinguons pas 
entre les functions qui ne different que sur un ensemble de me- 
sure nulle) et pour se convaincre que la condition 3) est egale- 
ment realisee, il suffit de remarquer que Ton a pour tout couple 
de nombres arbitraires a, b\ 

\a + b\ ^ |a| . |6| . 

l + |a + 6j''" l + lfl] 1 + 1*1 

Ainsi „metrise“, I’ensemble (5) forme done un espace (D); 
cet espace est complet, car la convergence d’une suite {x„} de 
ses points (vers un point Xo) s’y ramene a la convergence en 
mesure de la suite des functions (vers la function x^it) 

dans [0, 1]. 


2. Soit (s) Vensemble de toutes les suites de nombres. Posons 
pour tout couple ordonne x,y de ses elements 0* 


1 




I in — ^n\ 

l + \in-rin\ 


L'ensemble (s) forme alors un espace (D) complet. En effet, 
la convergence d'une suite de points {Xm}, resp. sa convergence 
vers un point Xq, y signifie (en posant Xm = et Xq = {$/i}) 

que pour tout n naturel chacune des suites est convergente, 

resp. converge vers a mesure que m tend vers Tinfini. 


3. Soit (M) Vensemble des fonctions mesurables et bornees 
dans [0, 1]. Si Ton pose pour tout couple A:,y de ses elements 

(A:,y) = vrai maximum \x {t) --y(t)\y 

0</<l 


Nous posons x=*{\n} et y = {-fj/i} daas tous les exemples des espa* 
ces de suites. 
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on en obtient un espace (D) complet. La convergence d'une suite 
de points {aj^} (vers un point Xo) s’y traduit par la convergence 
uniforme presque partout dans [0,1] de la suite des functions 
(vers la function x^it)). 


4. 

posant 


SoU (m) Vensemble des suites bornees de nombres. 
{x, y) = borne sup | — v]„ | , 

Ij^ncoo 


En 


on obtient d’une fa^on evidente de (m) un espace (D) complet. 

5. Soit (C) Vensemble des fonctions continues dans [0,1]. Po- 
sons pour tout couple x^y de ses elements 

(A,-,3;) = max|A:(0-3>(0l- 

0«1 


L’ensemble (C) forme alors un espace (D) complet; la conver- 
gence d’une suite de ses points {Xn) (vers un point Xo) se ra- 
mene a la convergence uniforme dans [0,1] de la suite des fon- 
ctions {a:„(/)} (vers la function Xo(t)), 


6. Soit (c) Vensemble des suites convergentes de nombres. En 
definissant pour tout couple x^y de ses elements leur distance 
{x,y) tout comme nous Pavons fait dans Tensemble (m), on voit 
facilement que Tensemble (c) forme egalement un espace (D) 
complet. 

7. Soit Vensemble des fonctions d p-iime derivee conti- 
nue dans [0,1]. En posant 

{x, y) ~ max I a: (^) — y (^) I H- max | x^p\t) — y^P\t) \ , 

o<Ki o</<i 

nous en obtenons un espace (D) complet. La condition necessaire 
el suffisante pour qu’une suite de points {ATn} y soit convergente 
(vers un point jto) est que la suite des fonctions {Xn{t)), de-pieme 
que celle des fonctipns {Xn^P\t)}, convergent uniformement dans 
[0,1] (la premiere vers la function xM) et la seconde vers la 
function X(^p\t)), 
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8. Soit ou p > 1 V ensemble des fonctions d pAeme puis- 
sance sommable dans [0, 1]. En posant 

1 

ix,y) = ]^^\x {t) -y (t) I'-j'’ , 

nous voyons que I’ensemble devient un espace (D) complet. 

Pour qu’une suite {Xn) de ses points soit convergente (vers le 
point ATo), il faut et il suffit, que la suite des fonctions {a:„(/)} 
soit dans [0, 1] a /;-ieine puissance convergente en inoyenne (vers 
la function x^^{t)). 

9. Soit ou p ' 1 Vensemble des suites de nombres tels 
que la serie ^ I \p est convergente. En posant pour les elements 

n=l 

x,y de {bP^) 

(x,y) = \^\ L-ri„n , 

Ln=r.rl I 

on en obtient un espace (D) complet. 

10. Vensemble des fonctions analytiques f {z) uniformement 
continues dans le cercle | ^ | < 1 forme un espace (D) complet, 
lorsqu’on definit la distance de deux fonctions / {z) et cp {z) comme 

max \ f {z) - ^ (z) \ . 

kl<i 

Il est a remarquer que I’on peut definir les ensembles des 
fonctions d n variables correspondant aux examples 3, 5, 7 et 8. 

§ 8. Ensembles dans les espaces mitriques. 

Soient E un espace {D) quelconque et G un ensemble arbi- 
traire d’elements (de points) de E. 

Un point Xo est dit point d* accumulation de Tensemble G, lors- 
qu’il existe une suite de points {Xn} telle que Xq ^ Xn (Z 0 
pour tout n et que lim Xn — Xo. L’ensemble de tous les points 

n->oo 
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d’accumulation de G s appelle son ensemble derivi et on le desi- 
gne par O'. L’ensemble 

G G+ G' 

porte le nom de fermeture de I’ensemble 0; I’ensemble 0 s’ap- 
pelle ferme, lorsque G' G et il s’appelle parfait^ lorsque 0' = 0. 
On dit d’un ensemble 0 qu’il est ouvert, lorsque son complemen- 
taire (c. ti d. I’ensemble E — G) est un ensemble ferme. Tout 
ensemble ouvert s’appelle aussi entourage (oii voisinage) de cha- 
cun de ses points. 

Etant donne un point E et un nombre /'o 0, I’ensemble 

de tous les points x tels que (x, x^) < s’appelle une sphere et 
celui des x tels que (x, x^X s’appelle une sphere ouverte; le 
point Xo est dit centre et le nombre rayon de cette sphere, resp. 
de cette sphere ouverte. On dit d’un ensemble O, qu’il est dense^ 
lorsque G ^ E Qi qu’il est non dense, lorsque 0 ne contient aucu- 
ne sphere. 

L’espace E est dit separable, lorsqu’il contient un ensemble 
dense denombrable. II est facile de voir que tout espace metrique 
compact (c. h d. dont toute suite infinie de points contient une 
suite convergente; cf. p. 9) est separable. 

Un ensemble 0 est dit de I-e categoric, lorsqu’il est une 
somme denombrable d’ensembles non denses; dans le cas contraire 
il est dit de Il-e categoric. Un ensemble 0 est de 1-e categoric dans 
un point x^, lorsqu’il existe un entourage Ude Xq tel que I’ensemble 
0- V est de I-e categoric; si tous les entourages du point x^ sont 
depourvus de cette propriety, on dit que I’ensemble G est de ll-e 
categoric ati point Xq. 

On pent demontrer le suivant 

Theoreme 1. Si un ensemble G sitae dans un espace metri- 
que quelconque E est de Il-e categoric, il existe dans E une sphere 
K telle que Vensemble G est de lEe categoric en tout point de 0-/f 0- 

q Pour la demonstration voir S. B a n {i c h, Theoreme siir les ensembles 
de premiere categorie, Fundamenta Mathematicae XVI (1930), p. 395. 
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Admettons a present que E soit un espace (D) complet. Nous 
aliens demontrer le 

Lemme. Etant donnie dans E une suite {Kn) de spheres de 
rayons /*„ telles que Kn ^i C Kn pour tout n = 1, 2, . . . et lim rn ~ 0, 

/7— >.oo 

il existe un point commun d toutes ces spheres. 

Demonstration. Soit Xn le centre de la sphere Kn. On a par 
hypothese pour p <q naturels Xg Kg CZ Kpy d'ou 

( 7 ) {Xp.f Xq) rp . 

II en resulte que la suite de points {Xn} est convergente. 
En posant (Eespace E etant complet) lim Xn = Xq, on a pour p <Zq se- 

n ->oo 

Ion (7) {Xp,x„) < (x Kg) -f (Xg, Xq) < rp 4- (Xg, aTq), d ou (Xp, AJo) <; rp. 
Or, p etant arbitraire, le point Xq appartient a toutes les spheres 
Kn, c. q. f. d. 

Une simple consequence de ce lemme est le 
Theoreme 2. Tout espace metrique et complet E est de Il-e 
catigorie. 

Demonstration. Supposons par centre que 

( 8 ) E=^Gn, 

«-~l 

ou chacun des ensembles Gn est non dense. II existe par consequent 
une suite de spheres {Kn} de rayons {r„} a proprietes suivantes: 

/Cj • Gj = 0, r^ <Z 1 Ct Kn^l CZ Kn 5 Kn-{-l ' 0 / 24-1 = 0, r n-\-\ 

n + \ 

En vertu du lemme, il existe done un point Xq qui ap- 
partient a toutes ces spheres. Or, comme /G • 0/i = 0 pour tout 
n = 1, 2, . . . , ce point ne peut appartenir a aucun En, contraire- 
ment a (8). 

Soit maintenant E un espace (D) quelconque et E* un ensemble 
arbitraire de points de E. Si Ton conserve pour les elements de E* 
la meme definition de la distance que celle adoptee dans Tespace 
£, on obtient de E* egalement un certain espace (D). 
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Considerons un ensemble G CZ E*. S'il est p. ex. non dense, 
lorsqu’on I’envisage dans l*^espace E*, on dit qu’il est non dense 
par rapport d (Vensemble) E*; ce n'est que dans le cas ou E* — E 
que nous omettons d’habitude les mots „par rapport a (I’ensemble) 
On fait de-meme, lorsqu’il s'agit des autres definitions 
qui ont ete introduites au debut de ce §. 

Le theoreme 1 implique que si I'ensemble G est de I-e cate- 
goric dans tons ses points par rapport a E*, il est de I-e cate- 
goric par rapport a £*. D'une fa^on analogue, le theoreme 2 
implique que lorsque Tespace metrique E est complet et Ten- 
semble E* est ferme, cet ensemble est de Il-e categorie par 
rapport a lui-meme. 

Considerons dans un espace (D) arbitraire E la plus petite 
classe K d’ensembles de cet espace satisfaisant aux conditions 
suivantes: 

1) tout ensemble ferme appartient a /C, 

2) toute somme denombrable d’ensembles appartenant a K 
appartient a K-> 

3) tout complement d’un ensemble appartenant a K appar- 
tient a K. 

Les ensembles de la classe K s'appellent ^ensembles mesurables 
{By, On dit d’un ensemble G qu’il remplit la condition de Baire^ 
lorsque tout ensemble parfait P{^0) contient un point tel 
qu’au moins un des ensembles: P* G et P — G est de I-e categorie 
dans le point par rapport a P. 

On a le 

Theoreme 3. Tout ensemble mesur able {B) remplit la condition 
de Baire ^). 

§ 9. Operations dans les espaces metriques. 

Soient E et E^ des ensembles non vides arbitraires. Si Ton 
fait correspondre a tout element x(ZZE \xn certain element de E^ 


*) Pour la demonstration cf. S. B a n a c h, 1. c., p. 398. 
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on dit qu’une operation est definie dans Tensemble E. L’element 
correspondant a x s’appelle valear de cette operation en x\ 
I’ensemble E porte le nom de domaine et Tensemble des valeurs 
celui de contredomaine d© Toperation consideree. Dans le cas 
particulier on les valeurs de Toperation donnee sont des nombres, 
on I’appelle d’habitude une fonctionnelle. 

Ceci dit, admettons que Tensemble E constitue un espace (D) 
et soit U {x) une operation ayant E pour domain© et un certain 
espace {D) pour contredomaine. L’operation U (a:) s’appelle con- 
tinue ail point x^^, lorsque, pour tout© suite de points {x^} conver- 
gent© vers le point Xq, on a lim U (x„) ~ U (.Vq); I’operation U {x) 

n 

s’appelle continue dans E^ lorsqu'elle Test en tout point de cet 
espace. Etant donnee une suite d’operations {Un{x)) et une ope- 
ration UJ^x) definies dans E et les contredomaines de toutes ces 
operations faisant partie d’un meme espace (D), on dit que cette 
suite d’operations est convergente au point x^ vers I’operation 
U(ix), lorsque la suite des valeurs Un{x^) converge vers (xj; 
la suite d’operations {Un{x)) est convergente dans E vers V opera- 
tion Uq (x), lorsqu’elle Test en tout point de E. Si la suite d’ope- 
rations {D^«(a:)} est convergente dans E vers I’operation 
cette derniere operation s’appelle Limite de dans E. Au 

lieu de dire „operation continue dans on dit plus court „ope- 
ration continue", lorsqu’il est entendu de quel espace il s’agit; 
on fait de-meme pour les autres termes. 

Soit K la plus petite classe d’operations (ayant pour domaine 
commun un espace (D) donne E et pour contredomaines respectifs 
des ensembles situes egalement dans un certain espace (D)) qui 
satisfait aux conditions: 

1) tout© operation continue appartient a K, 

2) toute limite d’une suite convergente d’operations qui 
appartiennent a K appartient a /f. 

Les operations de cette classe portent le nom d\operations 
mesurables (i3)". 
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On dit d’une operation U {x) a domaine £ et a contredo- 
maine etant egalement un espace (D) qu’elle remplit la condition 
de Baire^ lorsque dans tout ensemble parfait non vide P (2, E \\ 
existe un ensemble G de I-e categorie par rapport a P et tel que 
Toperation U {x)^ consideree dans Tespace P — G, est continue 
dans cet espace. 

On a le 

Theoreme 4. Toute operation mesurable (B) remplit la con- 
dition de Baire^), 

On pent demontrer egalement le 

Theoreme 5. Si Voperation U (x) definie dans V espace E 
y est urie limite d' operations continues^ il existe dans E un ensemble 
G de I-e categorie tel que I' operation U {x) est continue en chaque 
point de V ensemble E — G. 

Le theoreme suivant etablit une relation entre les ensembles 
mesurables iB) et les operations mesurables (B)\ soient E Tespace 
(D) ou elles sont definies et E^ Tespace qui contient leurs valeurs. 

Theoreme 6. Voperation U {x) etant mesurable (5), pour 
tout ensemble G^ CL mesurable (B) V ensemble G des points x tels 
que U (a:) C mesurable (B) ^). 

Theoreme 7. Si les espaces E et E^ sont separables et Vope- 
ration U {x) est continue dans E, alors les images des ensembles 
G CL^ mesurables {B) remplissent la condition de Baire, Si, en 
outre y X ^ x' entraine toujour s U (x) ^ U (x'), les images des en- 
sembles mesurables {B) sont aussi mesurables {B). 

La premiere partie du theoreme resulte du fait que I’image 
continue d’un ensemble mesurable {B) est toujours un ensemble 
ainsi dit „analytique‘‘ et que tout ensemble analytique remplit 
la condition de Baire^). La demonstration de la deuxieme 


Pour la demonstration cf. S. B a n a c h, I. c., p. 397. 

■^) F. H a u s d o r f f, Mengenlehre. Berlin und Leipzig 1927, p. 195, II. 

3) Cf. p. ex. F. H a u s d o r f f, 1. c., p. 179, 208 et 209, II. 

'*) Cf. O. N i k o d y m, Sur une propriete de Voperation A. Fundamenta 
Mathematicae VII (1925), p. 149—154; la demonstration pour les espaces eiicli- 
S. Banach. Th^orie des opi^rations lin6aires. 2 
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partie du theoreme se trouve aussi dans le livre de F. Haus- 
dorff 

Theoreme 8. Si les operations U\x) et U'\x) sont mesiira- 
hles {B), la fonctionnelle {U'{x), U'\x)) rest egalement. 

La demonstration resulte du fait que si les operations i/'(x) 
et U'Xx) sont continues, la fonctionnelle (U'(x), U"{x)) est aussi 
continue et que pour tout point % C la fonctionelle (y,yo) = 
{yo,y) est continue dans 

Theoreme 9. {Un{x)) etant une suite (V operations mesurables 

{B), Vensemble des points oil cette suite est corivergente est un 
ensemble mes arable (B). 

Demonstration. Soit pour p, q et r naturals Cjp,g^r I’ensem- 
ble des points a: tels que {Up(x), Uq{x)) < ^ . En vertu des the- 
oremes 6 et 8 les ensembles Gp,tpr sont mesurables {B). Or, 
on a G = / / 'Z II Gp,fj,r^ done 0 est mesurable (B), 

r^-l p -l 

Theoreme 10. {LTnix)) et {U"n{x)) etant des suites d" opera- 
tions mesurables (5), si pour tout x^ZE on a lim {U'n(x), U"n(x)) < oo, 

n >c-o 

la fonctionnelle lim {U'n{x)., U"n{x)) est mesurable (B). 

n 

Demonstration. Posons pour tout couple de nombres naturels 
p, q et pour tout point x: 

Fp^ q (x) = max (L^^(x), U"n{x)). 

/;<«</?-!</ 4-1 

On a evidemment pour tout x: 

lim (U'n(x), U"n(x)) = lim lim />,, g (x) . 


diens, qui s’y trouve, s’applique facilement au cas general, lorsqu’on tient 
conipte du theoreme precite sur les ensembles de I-e categorie (S. B a n a c h, 
1. c., p. 395). 

q 1. c., p. 208, II. 
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II suffit done de montrer que chacune des fonctionnelles />, q{x) 
est mesurable {B). Or, d’apres le theoreme 8, chacune des fon- 
ctionnelles />, iW ~ (U'p{x)^ U”p{x)) est mesurable {B) et comme 
on a pour tout q > 1: 

^ ^ (K “t~ B i(A:) + I Fp^ q{x) — Fp\-q^ l(x) I , 

on en conclut par induction, en appliquant encore le theoreme 8, 
que toutes les fonctionnelles Fp^q(x) sont mesurables (B). 

Theoreme 11. Etant donnee une suite de fonctionnelles conti- 
nues et non-negatives {Fn(x)) telles que Von a lim Fn(x) < ^ pour 

tout dement x d'lin ensemble G Cf E de ff-e categoric, il existe une 
sphere KCfE et un nombre N tel que Fn(x) N pour tout x (2 K 
et pour tout // = 1, 2, . . . 

Demonstration. Les ensembles Gi des points a : tels que 

Bn{x) < i pour /z = 1, 2, . . . sont evidemment fermes et on a G C 

il existe done un indice N tel que Gn est de ll-e categorie. Com- 
me ensemble ferme, il contient par consequent une sphere K en 
question. 



CHAPITRE I. 

Groupes. 

§ 1 . Definition des espaces du type (G). 

Etant donne un espace (D) complet admettons qu’a tout 
couple ordonne d’elements X, 3/ de Tespace E vienne correspondre 
^’une fa^on univoque uu element z de cet espace appele somme 
de X et y ei que nous designerons par le symbole x-\-y, 

Admettons en outre que E soit un groupe par rapport a cette 
somme, c’est-a-dire que: 

11. {x-\-y)-\-z=-x-\-{y-\-z), 

12. il exist e dans E un eUment-zero % tel que I' on a 

0-|-a: = a:-1-0 = a; pour tout a: d , 

13. d tout element x de E correspond un element (que nous 
designerons par — x) et qui satisfait d V equation 

a: -h (— a:) = 0 . 

II resulte facilement de ces axiomes que: 

a) il n' exist e dans E qu'un seul element- zero 0 , 

a) on a {— x) X = ^ pour tout x (Z E, 

c) X y = X z entraine y = z, 

Admettons encore que les axiomes suivants soient remplis: 

II j. lim Xn^ X entraine lim Xn) ^ — x ^ 



§ 2. Propri^t^s des sous-groupes. 
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IIj. lim Xn = X et lim ~y entrainent lim {Xn -^yn) x+y. 

/I->00 rt->03 

Les espaces (D) complets satisfaisant a ces axiomes seront 
nommes espaces dii type (G). 

Remarque, Nous ecrirons a: — au lieu de x-{-(--y) et — a; +y 
au lieu de (— 

§ 2. Propriites des sous-groupes. 

Soit E un espace du type (O). Etant donne un element 
x(2E ei un ensemble H (2 Ey nous designerons par xH, resp, 
par Hxy Tensemble de tous les elements y (2 ^tels que y=^x+Zy 
resp. que y = z x, oil z (2 M. 

Evidemment, on a toujours les identites 

X (//i -f ^2) — X Hi + X y 
X (Hi - H^)=^xHi-xH^y 
x(HiH,) = (xHi)(xH,)y 

et les identites analogues pour Hi x et H 2 X. 

On montre facilement que, suivant que H est un ensemble 
ferm6, ouvert, non dense, de I-e, resp. de Il-e categorie, ou me- 
surable (B)y Tensemble xH est egalement ferme, ouvert, non 
dense, etc. Si z est un point interieur de //, x + z est un point 
interieur de xH. 

Un ensemble non vide H(2E porte le riom de sous-groupe 
de Ey lorsque les conditions x (2 H Qi y 22 H entrainent x+y (2 H 
ei — X 22 H. On a alors evidemment aussi % 22^- 

Un ensemble est dit connexe, lorsqu’il n*est pas somme de 
deux ensembles non vides disjoints et fermes dans lui. Si E est 
un ensemble connexe et H en est un sous-ensemble a la fois 
ferme et ouvert, on a H= E, car autrement Tensemble E — H 
serait aussi non vide et ferme. 

Th6or^me 1. Tout sous- groupe H22^^^^ dell-e categorie 

et remplit la condition de Baire, est d ia fois ferme et ouvert dans E. 
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Demonstration, En vertu du th. 1, p. 13, il existe une sphe- 
re ouverte K dans laquelle H est partout de ll-e categoric. On 
pent evidemment admettre que le centre de K appartient a H, 
Comme H remplit la condition de Baire, I’ensemble K—ti est 
de I-e categorie. Ot, y^ etant un point interieur de K, le point 
est un point interieur de (— II existe done 
une sphere ouverte Cl (“yo) ^ d® centre 0. On a (— yo) [K — //] = 
= {y^) K — yo) H et comme ( y^^) H — puisque // est un 

sous-groupe, il vient (— yo) [K ~ //] ^ y^) K — H ~2) — H, de 

sorte que, K—fl et par consequent {—yQ)[K—ti], etant de I-e 
categorie, Ki — D est aussi de I-e categorie. 

D’autre part, pour tout x Cl Kx on 2i x x Kx, puisque 0 C 
et x + 0 — X Par consequent Ki • x Ki ^ 0. IJ existe done une 
sphere ouverte /C 2 C centre x. On 0 K>> — H Cl Ki — tl 

et Ki — X H dx Kx ■ X H = x[Kx — D], de sorte que les ensem- 
bles K 2 — ot Ki — X H sont egalement de I-e categorie. 

Il en resulte.que H xH^O; il existe done un y tel que 
y ot y (Z x/~f, d’ou — X + y d ^ consequent, H etant 

un sous-groupe, — x — ~ x + y — y d ^ done x d 

Il est ainsi demontre que Kx C ^ par suite, que 0 est un 

point interieur de H, Comme pour tout y d ^ on a yH — H et 
y = j/ -f- 0, chaque point y de H en est egalement un point inte- 
rieur, // est done un ensemble ouvert. 

Pour prouver qu’il est a la fois ferme, posons Wm yn—y ou 
ynd^ pour tout /z = 1, 2, . . . Or, comme lim (y — yt) = 0 C Kx d 

il existe un n tel que y — ynd C d’ou y = y — y^ +yn C 

c. q, f. d. 

Ce theoreme implique le suivant 

Theoreme 2. Vespace E etant connexe, tout sous-groupe 
H d^ <7^^ catigorie et remplit la condition de Baire 

est idetitique d E. 



§ 3. Operations additives et lineaires. 
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Remarque, Comme tout ensemble mesurable {B) remplit, la 
condition de Baire, les theoremes 1 et 2 subsistent en parti- 
culier, lorsque II est un ensemble mesurable {B). 

§ 3. Operations additives et linMres. 

Soient E et E^ des espaces du type (G) et U (x) une ope- 
ration definie dans E et dont le contredomaine est situe dans E^. 
L’operation U (x) s’appelle additive, lorsque 

U {x +3;) ^ U {x) + U {y) pour tons x (2 E et y d E, 

On a alors U (x) - LI (x -\- ^)) = U (x) + U (0), d’ou 

et comme 0 — U U (x — x) ^ U {x)-\- U (— x), on a 
U(-x) --=-~ U(x). 

L’operation additive et continue s’appelle lineaire. 

Theoreme 3. Toute operation additive et continue dans un 
Doint est une operation lineaire. 

Demonstration. Soit un point de continuite de I’operation 
additive U (^). Soient Xn (Z ^ d ^ et lim Xn = x. On a 

lim (Xn — X + x^^) .Vo, d’^oLi lim U (Xn — X Xf^) = U ixZ) et 

lim [Uix„) — U{x) + U {x„)] = U (x,,), done lim U {x„) U (x), de 

sorte que Toperation en question est continue aussi dans le point 
vV arbitraire, c. a. d. qu’elle est lineaire. 

Theoreme 4. Toute operation additive mesurable {B) est une 
operation lineaire. 

Demonstration. En vertu du theoreme 4, p. 17, Toperation 
U {x) consideree remplit la condition de Baite, Elle est done 

•continue sur un certain ensemble H ou £ — /7 est de I-e cat4- 

gorie. Soit lim Xn = 0. L’ensemble Xn [E — H] = E — Xn H etant 

pour tout Ai — 1,2, ... de I-e categorie, il en esl de-meme de 
Tensemble 
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{E-H) + ^Xn[E-H]^E-H+^{E-XnH)Z:>E-HU XnH, 

n=l n—i rts=l 

qui par consequent (en vertu du theoreme 2, p. 14) n'epuise pas 
I’espace E, II existe done un point x tel que Ton a 

X CIH et X Clxn H pour tout == 1, 2, . . . , 

d'ou (— Xn’\- x)(2 comme lim (— Xn + x) = x, il vient 

lim U(— x„-\- x) = U (x)y done lim [U (— Xn) + U (x)] = U (x:) et 

rt->oo 

finalement lim U (Xn) = L’operation U (x) est done continue 

n->oo 

au point 0 de £ et par consequent elle est lineaire d'apres le 
theoreme 3 qui vient d’etre demontre. 

Remarque. Comme on le voit de la marche du raisonne- 
ment, le theoreme reste vrai pour les operations additives qui 
remplissent la condition de Baire. 

Th^or^me 5. Vespace E etant connexe, si {Un{x)) est une 
suite d*opirations liniaires, V ensemble des points x pour lesquels 
il existe la limite lim Un{x) est soit de f-e catigorie, soit identic 
que d E. 

La demonstration resulte facilement du theoreme 2, p. 22, 
ronsemble des points x ou la suite d’operations {Un{x)} est con- 
vergente etant selon le theoreme 9, p. 18, mesurable (B), done 
selon le theoreme 3, p. 15, remplissant la condition de Baire 
et, en outre, tout ensemble des points de convergence consti- 
tuant un groupe. 

§ 4 . Un theorime sur la condensation des singularites, 

Th^or^me 6. Etant donnis un espace E connexe et me sui- 
te double d* operations liniaires {Up^q(x)}, si pour une suite de 
points {Xp) la limite lim Up, q{Xp) n* existe pour aucun /; = 1, 2, . . . , 

q~yoo 

alors Vensemble H des ooints x tels que la limite lim Up, q(x) n* existe 



§ 4. Un th^oreme sur la condensation des singalaritds. 
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pour aucun x (2 M quel que soit /? = 1, 2, . . . , est de M-e catdgorie 
et son compliment E — H est de I-e categorie. 

Dimonstration. Soit pour tout /? = 1, 2, . .. Hp Tensemble des 
points de convergence de la suite {Up,q{x)}. On a Hp^E, puis- 
que par hypothese XpQE:— Hp, En vertu du theoreme 5, p. 24, 
I’ensemble Hp est de I-e categorie. II en est done de-meme de 

Tensemble ^ Hp, ce qui acheve la demonstration, car on a 
H^E-^Hp. 

p^i 



CHAPITRE II. 

Espaces vectoriels generaux. 

§ 1 . Definition et propruHes element aires des espaces vectoriels. 

Etant donne un ensemble non vide Zf, adrnettons qu’a tout 
couple ordonne .v, ^ d’elements de E vienne correspondre un ele- 
ment X -\-y de E (dit somnie de .v et y) et que pour tout nombre 
t et pour tout x (2 E un element tx de E (dit prodiiit du nombre 
t par Telernent x) soit defini de fa^^on que ces operations, a sa- 
voir Vaddition des edements et la multiplication des nomhres par les 
elements remplissent les conditions suivantes (on x, y z desi- 
gnent des elements arbitraires de E ei a, b des nombres): 

1) AT-f .V, 

2) a: + (_y + 2:) (X + 3/) + , 

3) X -^y X z entraine y z , 

4) a {x y) = ax ay , 

5) {a 7 \- b) X = ax bx 

6) a {bx) ^ {ab) x , 

7) lx=x. 

Dans ces hypotheses, nous disons que Tensemble E consti- 
tue un espace vectoriel ou lineaire. II est facile de voir qu’il 
existe alors un et un seul element — designons-le par 0 — 

tel que Ton a toujours x -f 0 = x et que Tegalite ax — hx ou 
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X donne a = b; de plus, que Tegalite ax — ay ou a^ 0 im- 
plique X ^ y. 

Posons, en outre, par definition: 

— X = X et X ~ y = X -y ( - y ) . 

Les exemples 1 — 10 des espaces (D), decrits p. 9 — 12 sont 
a la fois autant d’exemples des espaces vectoriels, en y admet- 
tant les definitions habituelles de I’addition des elements et de 
la multiplication des nombres par eux. 

Lorsque x ■/- y, nous entendons par le segment unissant a: 
et V I’ensemble de tous les elements de la forme tx — t) y 
ou t est uii nombre quelconque de I’intervalle [0,1]. 

Un ensemble G CZ E est dit convexe, lorsqu’il contient tout 
segment qui en unit les elements arbitraires. 

Si x^y a: 2 , . . . , Xn sont des elements d’un espace vectpriel, 
I’expression 

-|- Cf.2 ^2 “h . . . "f" -Xn — AT/ , 

ou cz-i, aL 2 y . . . y o.,i sont des nombres reels arbitraires, s’appelle une 
combinaison lineaire des elements at^, x.yy ... , a:„. 

§ 2. Extension des fonctionnelles additives et homo genes. 

Soient E et E^ deux espaces vectoriels et / (a:) une opera- 
tion definie dans E et dont le contredomaine est situe dans E^. 

L’operation /(a:) s’appelle additivey lorsqu’on a pour tout 
couple d’elements a:, y: 

elle est dite homo gene, lorsqu’on a pour tout element x et tout 
nombre t\ 

f{tx) = tf{x) 

Theoreme 1 0- Etdfd donnees 

i) Cf. S.’ B a n a c h, ^iir les fonctionnelles lineaires II, Studia mathemati- 
■ca I (LWdw 1929), p. 223—239, en particiilier p. 226.^ 
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V me fonctionnelle o (x) definie dans E et telle que Von 
ait pour tous x et y de E 

D (X y) ^ p {x) p (y) te o (t x) - t p (x) pour / > 0 , 

2® une fonctionnelle additive et homogine f {x) difinie dans un 
espace vectoriel G (f^E (bien entendn, avec les memes definitions 
des operations fondamentales) et telle que ton ait pour tout x G 

f{xXp{x), 

il existe toujour s une fonctionnelle additive et homogene F{x) 
definie dans E et telle que Von a 

F{x)^p{x) pour tout xCZE et F(x)=f(x) pour tout x (2 G 

Demonstration. Nous pouvons admettre que G ^ E; soit 
jCo Cl £ — G. On a selon 2® pour x^ (Z ^ et d 

/(AT") ~ fix') = / ix" -X'Xp ix" - X') =P [(x" + Xo) + i-X'- Xo)] < 

< P ix" + Xo) (- - -^o), 

d’ou 

-pi-X'- Xo) -~/(x')</7 (X" + Xo) -fix") . 

Les nombres 

m = borne sup['-/7(—x~Xo)—/(x)l^^Af= borne inf[p(x+-^o)— /W] 

xQG xQG 

sont done finis et m < Af. Etant donne un r^ tel que 
on a pour tout x C 0 

(1) -pi-X- Xo) -fix) < To </7 (x + Xo)-fix). 
Considerons Tensemble Gq de tous les elements y de la forme 

( 2 ) ^ = X + ^ Xo oil x(Z^ ^ nomhre. 

Evidemment Go constitue un espace vectoriel. Posons 

(3) ?(3')=/W+^'’o. 

oii r616ment est defini par (2); comrme.Xo^C! tout y C 

admet exactement une represeutation de la forme (2), de sorte 
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que la fonctionnelle 9 {y) se trouve definie dans Gq d’une maniere 
univoque. On volt aussi qu’elle y est additive et homogene et 
qu’elle coincide dans avec / (x). Nous allons montrer que Ton a 

(4) fiyXp (y) pour tout y a G„ . 

En effet, si Ton ecrit y dans la forme (2), on peut admettre 

X 

que t ^0. En mettant dans Tinegalite (1) ^ au lieu de x et en 

multipliant par t son membre droit ou gauche, suivant que ^ > 0 
ou ^ 0, on obtient t <^p {x + t a:o) — f{x), ce qui entraine 

d’apres (3) Tinegalite (4). 

Ceci etabli, on voit qu’il suffit de bien ordonner Tensemble 
E — G, pour arriver par des extensions successives de / (x:), selon 
le precede decrit tout a I’heure, a la fonctionnelle F (x) satisfaisant 
a la these du theoreme. 

Corollaire. Etant donnee me fonctionnelle p{x) definie dans 
E et telle que Von ait pour tout x (2 E et y CZ E 

P -^y) < P W -^Piy) p {t x) = t p (x) pour t > 0 , 

il existe une fonctionnelle additive et homogine F {x) definie dans 
E et telle que Von a pour tout x(ZE 

Fix)^pix), 

Considerons, en effet, un et designons par G Tensemble 

de tons les elements de la forme tx^ ou t est un nombre arbitraire. 
G constitue alors un espace vectoriel. En y posant f {t xZ)^t p (Xq), 
on aura / {t Xo) < p Xq) quel que soit t, car t > 0 entraine 
t p (Xo) = p (t Xq) et t <Z0 entraine 0 = p (0) < /? (Xq) -{-pi— ^o)» 
d'ou p (Xo) >— pi— Xq) et finalement t p (Xq) < — ^ ^ 0) = /^ -^o); 

on n’a done qu’a appliquer le theoreme 1, qui precede. 

§ 3. Applications: generalisation des notions d'integrale, de 
mesure et de llmite. 

Nous allons envisager maintenant quelques applications 
interessantes du theoreme 1 et du corollaire. 
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1. Soit E I’ensemble des fonctions reelles bornees x (s} 
definies sur une circonference de longueur 1 et ou 5 en designe 
des arcs comptes a partir d'un point fixe dans un ineme sens 
de parcours. En adinettant les definitions habituelles des operations, 
E constitue iin espace vectoriel. 

Or, pour tout element a: = x ( 5 ) de E, convenons d’entendre 
par p {x) la borne inferieiirc de tons les nombres M (x; a^, a.,, . . . , a„) 
de la forme 

At (x; a.„ . . . , a„) = borne sup y’A: (5 + a^,) , 

.V 

ou a^, (7-2, . . . , <y-n est une suite arbitraire de nombres. La fonctionnelle 
p {x) remplit alors toutes les hypotheses du corollaire. II est, en 
effet, evident que Ton a en premier lieu toujours p {t x)^t p (x) 
pour t 0. 

En second lieu, etant donnes deux elements a: — a: ( 5 ) et 
y = y {s) de E et un nombre e > 0, il existe des suites finies 
de nombres a,, , , . , et pj, p 2 > • • • > Pt' telles que 

(5) A/ (a:; a,, ...,«,/)</? (a:) + £ et M(y; Pi, p 2 > • • • > PtO <P (>') + s- 

En rangeant tons les nombres a, + Py ou / = 1, 2, . . . , « et 
j — 1, 2, ... , V d’une maniere quelconque en une suite Vi, Y 2 > • • • > ^Uiv, 
on a 

(6) p{x-\-y) <M {X -\-y\ Vi, Y 2 . • • • » ^inv) 
et on verifie facilement que 

(7) M (x +y; Yi, Y 2 , • - • . r>^v) < M (x; a^, a 2 , . . . , a„) + M (y; Pi , p,, . . . , ?v ) . 

Les relations (5) — (7) entraineiit p {x y) C Pi-^) P (y) + 2 e, 
ce qui prouve, le nombre e etant suppose arbitraire, que 
pi^+yXpi-^) -hpiy)- 

Ceci etabli, considerons done la fonctionnelle E(x) qui existe 
en vertu du corollaire. 

Or, si a: ( 5 ) = 1, on a p (x) = 1 et p {— x) ~ — 1 et comme 

(a)< /7 (a:) ei F {x) ~ — F (— x) > — p{— x), on obtient F (a:) — 1. 
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Si x(s) > 0, on a p ( - a:) < 0 et d’autre part F{x) ~ — F{—x) > - p (—x), 
done aussi F (x) > 0. 

En outre, la fonctionnelle F(x) possede la propriete de reniplir 
pour tout nornbre I’egalite F[x (s + i'o)] =- F [x (5)]. Si Toii pose, 
en effet, y(s) = x (s + 5^) — a: (5) et ak ^{ k -- 1) 6'f, pour ^-=1,2,..., 
on a pour tout n\ 

p iy) < M (y; , a„) ^ borne sup [x (s n s^) — x (5)] , 

n --c. .S', -(-c. 

done p {y) < 0; on obtient d’une fa(;;on analogue que p (— 3 ^) < 0. 
Mais F {y) < p {y) et F {y) ^ —F {~y) > — /? {—y), d’oii F {y) ^ 0. 

Ainsi, en designant par le symbole j x (s) ds la fonctionnelle 
o [-^ (*')] + (1 — 5 )]}, on a le theoreme: 

A ioute fonction x (5) de la classe E on peat faire correspondre 
an nornbre j x (s) ds de fagon que Les conditions suiv antes (ou x (s) 
et y (s) sont des fonctions arbitraires de la elasse E et a, b, 
des nombres) soient remplies: 

1 ) I [ax (s) + by ( 5 )] ds = a ^ x (s) ds b jy (s) ds , 

2 ) J a: ( 5 ) ds > 0, lorsqae x ( 5 ) ^ 0 , 

3) ^ x is -\- Sq) ds — ^ X (s) ds , 

4) ^ X — s) ds ^ X (s) ds , 

5) jl ds=^l. 

II est facile de verifier que la fonctionnelle / x (s) ds, rem- 
plissant les conditions l)--'5), reste toujours comprise entre les inte- 
grales riemanniennes inferieure et superieure de la fonction x (s). 
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Par consequent, pour toute function integrable (/?) cette fonction- 
nelle coincide avec Tintegrale de la function. 

Pour les functions sommables {L) la fonctionnelle en question 
ne coincide pas toujours avec leur integrate (L). Cependant, en 
partant de Tespace vectoriel G que constitue precisement la classe 
de ces functions et en y definissant la fonctionnelle f {x) comme 
I’integrale {L) de la function x (s) G, le theoreme 1 nous four- 
nit une fonctionnelle F (x) definie dans Tespace E et telle que 

la fonctionnelle fds—~{F[x ( 5 )] + ^ (1 — *5)]} remplit evidem- 

2 

ment toutes les conditions 1) — 5) et coincide en outre, pour 
toute function sommable (/.), avec Tintegrale de cette function. 

2. Considerons a present la classe K de tons les ensembles 
situes sur la circonference en question et designons par Aq la 
circonference-meme. En posant pour tout ensemble A de cette 

classe jj. (i4)= f x (s) ds ou x (s) est la fonction caracteristique de 
Tensemble A, done une fonction de Tespace E envisage dans 1, 
on obtient le theoreme: 

A tout ensemble A de la classe K on peat attribuer an nom~ 
bre (A) de fagon que les conditions suivantes (ou i4 et ^ sont 
des ensembles arbitraires de la classe K) soient remplies: 

1) tx {A-\- B) = |x {A) + \x {B)y lorsque i45 = 0 , 

2 ) 

3) [i (/I) = [1 {B) pour A'^ B, 

4) ]^(Ao) = l. 

La fonctionnelle [x (A), qui remplit les conditions 1) — 4), est 
comprise entre la mesure jordanienne interieure et exterieure 
de Tensemble A, Par consequent, pour tout ensemble mesurable 
(J) cette fonctionnelle coincide avec la mesure de I’ensemble. 

Pour des ensembles mesurables (L) quelconqhes la fonction- 
nelle en question ne coincide pas toujours avec leur mesure (L), 
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mais, tout comme precedemment, on peut s’arranger de fagon 
que cette propriete soit egalement remplie ^). 

3. Soit E I’ensemble de toutes les fonctions reelles bornees 
a: {s) definies dans [0, + cnd]; avec les definitions habituelles des 
operations c’est un espace vectoriel. 

Pour tout element x x {s) de designons par p (x) la borne 

1 « 

inferieure de tons les nombres lim x (s -f a^), ou ^ 2 , . . . , 

est une suite finie arbitraire de nombres positifs. On verifie sans 
peine que la fonctionnelle /? (a:), definie ainsi dans I’espace E, 
satisfait aux hypotheses du corollaire. En designant par le symbole 

Lim X (s) 2) la fonctionnelle E(x), qui existe en vertu de ce corollaire, 

^->00 

on a done le theoreme: 

A toute fonction x(s)C2 E on peut faire correspondre un nombre 
Lim X (s) de fagon que les conditions suivantes (ou x (s) et y (s) 

sont des fonctions quelconques de E a, b et 5o '> 0 sont des 
nombres) soient remplie s: 

1) Lim [ax{s) + b y (^)] = ^ Lim a: ( 5 ) 4- ^ Lim y ( 5 ) , 

jT-yc-o .v-yc>o 

2) Lim a: (s) > 0 , lorsque x ( 5 ) > 0, 

3) Lim X (5 + 5o) - Lim x ( 5 ) , 

yoo 

4) Lim 1 = 1. 

j,’— ytxB 

La fonctionnelle Lim x ( 5 ), remplissant les conditions 1) — 4), 

j-yoo 

est comprise constamment entre lim x (s) et lim x ( 5 ). Elle coincide 

*) Cf. S. B a n a c h , Siir le probUme de la mesure, Fundamenta Mathe- 
maticae IV (1923), p. 7 — 33. 

2 ) le gigne Lim ddsigne ici une certaine ^limite" gdn^ralisde, le signe 
lim 6tant par centre reserve exclusivement pour la limite dans le sens ordinaire. 
S. Banach. Th6orie des operations lineaires. 3 
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par consequent avec lim a: ( s ) toutes les fois que cette limite au 

J->.oo 

sens ordinaire existe. 

4. Soit une suite bornee quelconque. Definissons dans 
I’intervalle (0, + oo) la function x (s) par la convention: x (5) = 
pour AZ — 1 < 5 < « et /z = 1, 2, . . . La function x ( 5 ) appartient 
done a rensemble E, envisage dans 3. En posant Lim kn — Lim x (5), 

n >00 5->oo 

ou Lim X ( 5 ) conserve le sens adopte dans 3, on a le theoreme: 

n- >»o 

A toate suite bornee {^„} on pent faire correspondre an nombre 
Lim kn de fagon que les conditions suivantes (ou et sont 

des suites bornees arbitraires et et sont des nombres) soient 
r empties: 

1) Lim (a kn + b ri„) = a Lim kn + b Lim , 

2) Lim kn > 0, si kn > 0 pour tout /z 1, 2 

n-^=>o 

3) Lim = Lim kn , 

n-^r^ n->oo 

4) Lim 1 = 1 . 

«->oo 

Les conditions 1)— 4) impliquent que la fonctionnelle Lim kn 

ainsi definie est comprise toujours entre lim kn et lim kn. Par 

consequent, pour toute suite convergente cette fonctionnelle 
coincide avec la limite (au sens ordinaire) de la suite ^). 


q Cf. S. M a z u r, O metodach siimowalno^ci. Ksi§ga Pami^tkowa I Pol- 
skiego Zjazdu Matematyeznego (en polonais), Supplement aux Annalea de la Soc. 
Polonaise de Math. (1929), p. 102 — 107, voir p. 103. 
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Espaces du type (F). 

§ 1. Definition et preliminaires, 

Soit E un espace vectoriel (D) complet et assujetti aux con- 
ditions suivantes (ou a:, Xn^ y sont des elements de E et h, hn 
sont des nombres); 

1" {x,y) = {X -y, 0), 

2“ lim An = 0 entratne lim hnX — 0 pour tout x, 

/I- >03 «->00 

3*^ lim = 0 entratne lim hxn = © pour tout h. 

n-^oo 

Les espaces E a proprietes — 3® seront dits espaces du 
type (F). Tons les exemples 1-10 des espaces (D), decrits an § 7 
de rintroduction, p, 9 — 12, sont a la fois, comme il est aise de 
voir, autant d’espaces du type (E). 

Les conditions V — 3^ entrainent aussitot les proprietes sui- 
vantes de la limite: 

a) lorsque lim Xn = x et lim yn — y, on a lim {Xn -\-yn) ~ x -{-y. 

II suffit, en effet, de remarquer que Ton a toujours 
{X„-\-y„, X +y) = {Xn +yn - X - y, 0) < iXn-X+ yn -y, yn-y) + 
+ {yn -y, 0 ) = {Xn - .V, 0 ) + {yn -y, 0 ) = {xn, X) + {yn, y) . 

b) si lim A„ = h, on a lim h„x = h x, quel que soit x(ZE. 

/I- >oo 

On a, en effet, toujours (hnXy hx) — {{hn h)x^ 0). 



36 


Chapitre III. Espaces du type (F). 


Nous voyons done que tout espace du type (F) est en meme 
temps un espace du type (G). II en resulte que tous les theore- 
mes du Chapitre I subsistent, lorsque E est suppose un espace 
du type {F), 

Or, il est a remarquer que les espaces vectoriels du type {F) 
sont connexes^ car pour tout x ei y die E Tensemble des elements 
de la forme hx^{\ — h)y ou 0 < ^ < 1 est un ensemble con- 
nexe contenant les elements x et y. 

Etant donnee une sphere arbitraire K (voir p. 13) dans Tes- 
pace E du type {F), il est facile de voir que I’ensemble xK (voir 
la definition p. 21) est egalement une sphere. 

Soit h^O. L’operation U (x) = hx constitue alors une trans- 
formation continue et biunivoque de Tespace E en lui-meme et 
on apergoit aisement que les ensembles fermes, ouverts, non 
denses, de I-e resp. de Il-e categorie, mesurables (5), se trans- 
forment respectivement en ensembles de la meme nature. 

On a, en particulier, le theoreme suivant, qui resulte du the- 
oreme 2 (Chap. I, § 2), p. 22, et de la remarque p. 23, tout espa- 
ce du type {F) etant connexe: 

Theoreme 1. E etant un espace du type (F), tout espace line- 
air e H CL E mesurable {B) et de Il-e categorie est identique d E, 

§ 2. Operations homogdnes. 

Nous aliens nous occuper maintenant des operations additives 
definies dans un espace E du type {F) et dont les contredomaines 
sont situes dans un espace fj, egalement du type (F). 

Pour toutes les operations de ce genre restent vrais les 
theoremes 3, 4, 5 et 6 du Chapitre I. De plus, en appelant ho- 
mogine toute operation U (.jc) qui satisfait pour tout nombre h 
a Tegalite U (hx) = hU (x), on a le 

Theoreme 2. Toute operation lineaire est d la fois homogdne. 

Demonstration. L’op^ration U (x) etant supposes lineaire, il 
est evident que Ton a pour tout x (2 E et pour tout r ration- 
nel U (rx) = rU (.?c). Or, si {r«} est une suite de nombres ration- 
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nels tendant vers h, on a lim rnX = hx. La continuite de Tope- 

/|->oo 

ration U (a:) donne par consequent U{hx) ~ lim U {rnX) = lim rnU(x) — 

/i— >00 /I— >00 

— hx; Toperation U (a:) est done en effet homogene. 

§ 3. Series (V elements. Inversion des operations line air es. 
Posons pour abreger 

\x\ = {x, 0) . 

On verifie facilement que Ton a les relations suivantes pour 
tons X et y de E: 

1" (X. y) = \x-y\. 

2^ I 0 1 = 0; X ^ & entraine | jc [ > 0 , 

\^\-\y\<\^^y\<\^\ + \y\y 

5® lim Xn — X entraine lim | | = | a: | . 

n->oo /I- >c-o 

Etant donnee une suite {x,,} d’elements de E, on dit que la 
serie ^ Xi est convergente vers un element x, ou que x est la 

i=\ 

n 

somme de cette serie, lorsque lim ^ Xi — x. On Tecrit: x — ^ Xi. 

n ->oo /r-=:l Z~1 

La definition de la serie implique en outre les relations: 
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n q 

Posons, en effet, 5« — 'Z Si /? < ^, on a | | — 1 I < 

/=i 'W+i 

q 

< ^ I -V/ 1 . On voit done que lim 1 — 5 ^ | = 0. Par consequent 

/— />->oo, K-o 

Z est une serie convergente vers un element. 

Ceci etabli, nous allons demontrer les theoremes suivants. 
Theoreme 3. Le contredomaine d*une operation lineaire est 
soit de I-e categorie, soit identiqiie d 

Demonstration. Admettons que le contredomaine ti (Z_E^ de 
I'operation lineaire U {x) definie dans E soit de Il-e calegorie. Nous 
allons prouver d’abord que 

(1) pour tout e > 0 il existe un nombre ri> 0 tel que V image 
donnee par U (a:) de la sphere ouverte | jc | < e contient une sphere 
ouverte \y\<ri. 

Etant donne a ce but un s > 0, designons pour tout n naturel 


par Gn I’ensemble des points de la forme x n x\ ou |a;'|<^ — 

2 

et par tin I’image de Gn donnee par U (x), c. a d. Pensemble des 
points y = U (x) ou x (Z Gn. Quel que soit le point .x: donne, on 


a toujours lim — a: — 0; il existe par consequent un n naturel tel 
/I — n 


I 1 

que — a: 

I ^ 



done tel que x (Z Gn< 


Il en resulte que E ~Z On 

n—l 


et que ti =Z tin. 

Or, H etant suppose de Il-e categorie, il en est de-meme 
d’un certain Hn^. Soit Ki une sphere ouverte de centre y^ et de 
rayon contenue dans HnZ 

On en deduit aussitot que la sphere ouverte K 2 de centre 
— V, et de rayon— est contenue dans HZ En effet y (Z ^29 

Uq Uq 

e’est a dire \y—^yi <— rjj, entraine /^o^'C car = 

I ^0 
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/ 1 \ 

i ^ 

1 



A 

0 



il existe done des points 
yn C tels que lim yn ~ n^y, e'est a dire que lim ^ yn= y et 

/Z— >^>0 fl^Cxo 

par consequent ~~ y„ Q d’ou y C 

/in 


Soit /C 3 une sphere ouverte arbitraire de centre y^ Cl contenue 
dans /Co. L’ensemble des points y^ —y ou yC_^\ adinet done 
comme point d’accumulation tout point d’une sphere ouverte |>' 

Or, en posant y^ = U (a;^) y ^ U {x) ou et a: appartiennent 
a Gi, on a | a:^ — a: | < | at.^ | + [ x | < e et (x-^ — x) y^ —y. 11 est 
ainsi etabli que I’enseinble derive de Tiinage de la sphere ouverte 
iA:|<s contient une sphere ouverte \y\<'fi- 


Soit a present £/ = 

2 ' 


ou / = 1, 2, .. . D’apres ce qui precede, 


il existe une suite de nombres > 0 tels que I’ensemble derive 
de I’image de la sphere ouverte | x | < £/ contient une sphere 
ouverte et on est evidemment libre d'admettre que 

lim yii ^ 0. Nous allons definir par induction deux suites de 

/~>oo 


points {yn) et {Xn} comme il suit. Posons \y\<'fi = ^i et soient: 

a) y^ un point arbitraire de tel que \y — yi \ ^ ^2 ^t Xi 
le point de E tel que U (a:i) =y^ et IxJ < e^, 


n 

b) yn un point arbitraire de E^ tel que \y — ^yk \ < et x« 

le point de E tel que U {Xn) ~yn et |x„| < £„. 

On a ainsi 


( 2 ) 


2]yn=y 


et, comme | x„ | < = 


2 " 




( 3 ) 
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En vertu de 7® la serie ^ Xn est convergente. Soit x la 

n— I 

somme de cette serie. En vertu de (3) et 6® on a | a;| < e et en 
vertu de (2): U (x) ^ U (Xn) — ^ yn y. La proposition (1) se 

n—l n~l 

trouve ainsi demontree. 

Or, comme pour tout y CZ £i on a lim-^ = 0 et il existe par 

ft 


consequent un n naturel tel que 


1 


y < IT), on pent trouver un x 


tel que U (x) y, done que U (nx) ~ y. Mais il en resulte que 
H ~ conformement a la these du theoreme. 


The ore me 4. Si V operation line air e U {x) trans forme E en 
tout entier, ii existe pour toute suite de points {yn} de E^ con- 
vergente vers y^^ U (Xq) une suite de points {xn} de E convergente 
vers Xq et telle que U {Xn) — yn, quel que soit n = 1 , 2 , . . . 

Demonstration. Soit {e^} une suite de nombres positifs ten- 
dant vers 0. L’operation U (y) etant lineaire, on a la proposition 
(1), etablie au cours de la demonstration du th. 3; il en resulte 
que rimage de la sphere ouverte j a: | < contient une sphere 
ouverte \y\<^in pour tout /z = 1, 2 , . . . 

Considerons un m^ naturel tel que, pour tout m > m^, I’ine- 
galite \ym — yQ\<^n se presente au moins pour une valeur de n 
et soit, pour un m donne tel que ymi=^y^, rim la plus grande de 
ces valeurs. Soit enfin Xm le point defini par les conventions: 

a) si m < moy posons Xm = un point arbitraire satisfaisant 
a I’equation U {Xm) = ym, 

b) si m> m^ et ymf^ yo» posons Xm = un point arbitraire de 
la sphere ouverte \x — Xq\< satisfaisant a la meme equation, 

c) si m> mo et ym = yo, posons Xm = Xq. 

La suite {x„} ainsi definie remplit — comme on verifie facile- 
ment — la these du theoreme. 
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Theoreme 5. Si Voperation lineaire transforme E en Ey (Vane 
fagon bianivoque, cette transformation est en meme temps bicontinue ^). 

La demonstration result© immediatement du th. 4. 

Th6or^me 6. Si an espace vector iel E est an espace {F) aassi 
bien avec ane definition de la distance (jc, y) qa'avec ane aatre 
difinition de la distance {x, y)^^ et si 

lim {Xn, a:) = 0 entraine toajoars lim (a:„, a:)i = 0, 
alors, reciproqaement, 

lim (Xn, x)i = 0 entraine toajoars lim {Xn, x) = 0, 

«->oo n->oo 

de sorte que la notion de limite est la meme pour les deax metriqaes. 

La demonstration s’obtient du th.. 5, en designant par E^ 
Tespace E Avec la metrique iXyy)^ et I’operation lineaire y — U (x) 
etant definie par la relation y = x, 

Theoreme 7. Toate operation additive y = U (x) qai remplit 
la condition 

lim Xn ^ aTq et lim U {xn) ^ yQ entrainent y^ ^ U (Xq) 
est ane operation lineaire. 

Demonstration, Introduisons dans E une nouvelle definition 
de la distance: 

(4) {x\x'\^{x\x'') + {y\y''), 

ou a:' C C y = y' == design© la di- 

stance primitive de x' a x" dans E et (y',y") design© la distance 
de v' a y” dans Ei- 

II est facile de voir que, consider© avec la notion de distance 
(x\ a:")i, Tespace E est un espace du type (F); en particulLer, pour 
verifier qu’il est complet, soit {Xn} une suite de points telle que 


Pour le cas des espaces du type (fi) (cf. Chap. V, § 1) ce thdoreme, 
de m§me que le th. 6 (qui en est un corollaire) se trouve dans ma note citde 
p. 27, mais la demonstration y est diffdrente. 
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lim (Xp, .v^)i=0; par consequent, selon (4), lim {Xp, Xq) = lim (yp,yq) = 0, 
de sorte qu’il existe un x^^ et un yQ tels que lim (Xn^ ^o) — 

n->oo 

lim (yn,yo) = 0, et, comme par I’hypothese, yo U (Xq), on en 

n >oci 

tire en effet d’apres (4), lim (Xn, Xo)i = 0. 

n 

Or, on a pour tout x' et x", selon (4), (x’, > {x\ a:"); par 

consequent lim {x„, x)^ — 0 entraine lim (a:„, a:) — 0; en vertu du 

n^>c>n n ><--^ 

th. 6, lim {Xriy x) ~ 0 entraine done reciproquement lim (Xn, a:)i = 0, 

fi— >®o n—’yc'-' 

done aussi, d’apres (4), lim U (Xn) ~ U (x). Ainsi I’operation ad- 

n >oo 

ditive U (x) est continue, c. q. f. d. 

Lemme 1 . Soient (x) et U" (x) deux operations lineaires 
definies respectivement dans les espaces et E" du type {F) et 
dont les contredomaines sont situes dans Vespace E^, egalement du 
type {F), Si Vequation U' (x) — U" {y) adniet pour tout x exactement 
line solution y ^ U (x), Voperation U (x) est lineaire. 

La demonstration resulte du th. 7, car, comme on aperQoit 
aussitot, lim Xn ^ Xy et lim U (x^) — % entrainent — U (Xy). 

Lemme 2 . Etant donnees: line operation additive y — U (x) 
et une operation lineaire z V {y) telle que V (y) = 0 entraine = 0, 
si en outre Voperation V [U (x)] est lineaire, Voperation U (x) est 
aussi lineaire. 

La demonstration resulte du lemme 1, car I’equation V[U (x)] — 
— V iy) admet pour tout x exactement une solution y ^ U (x). 

Definition. Une classe T d’operations lineaires est dite totale, 
lorsque Tensemble des egalites V (x) = 0 pour V (SZT entraine 
I’egalite x = 0. 

Th^oreme 8, Soient: y = U {x) oil x Cl E et y Cl 
operation additive et T une classe tot ale d* operations lineaires 
definies dans E^. Si V{U {x)\ est pour tout Vd T une operation 
liniaire, U (x) est egalement une opiration lineaire. 

Demonstration. Admettons que Ton a lim x^ = Xy et lim yn = >'* 
OU yn - u {Xn) pour — 1 , 2 , ... 
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Pour tout KC 7" on a lim V[U{x„)] = lim V(y„) = V(y„) et, 

/I->oo n— >oo 

I’operation V[U {x)] etant lineaire, lim V[U(x„)] = V[U{x„)], d’ou 

/I ->oo 

V U {Xq)]— 1/ (j/q) = 0, done V^[^/(a:o) — j/q] ~ 0 et, la classe T 
etant totale, U (aTo) = En vertu du th. 7 I’operation U (a;) est 
par consequent lineaire. 

Theoreme 9. {Ui{x)} oil x (2 E’ et {Vi(y)) oil y (2 E" etant 
deux suites d' operations lineaires a contredomaines situes dans un 
espace E^ du type {F), si le sysUme d* equations Ui(x) — Vi(y) oil 
/ = 1, 2, . , . admet pour tout x exactement line solution y = U (x), 
V operation y = (J (x) est lineaire. 

Demonstration. Admettons en effet que Ton a lim Xn = aTq et, 

pour la suite correspondante {y^}, que limy,, =yo. En raison de la 

continuite des operations {Ui} et {V",}, on a alors Ui{x^)= Viiy^) 
pour tout / = d’ou yo = ^ (-^oX qui entraine selon le 

th. 7 la continuite de I’operation y ^ U (x). 

§ 4. Fonctions continues sans derivee. 

A titre d’application, nous allons demontrer d’abord par une 
deduction facile du th. 4 du Chapitre I, p. 23, Inexistence d^une 
fonction continue n'ayant pas de derivee dans un ensemble de mesure 
positive ^). 

(C^) designant I’ensemble de toutes les fonctions continues 
periodiques de periode 1, posons pour tout couple de fonctions 
Xi(0 et x,{t) de (CO: 

{x^{t), X 2 (t)) = max 1 Xi(t) — X 2 (t) \ . 

0</<l 

II est facile de voir que (CO constitue alors un espace du 
type (F). 


q S. Banach, Sur la convergence presque partout des fonctionnelles 
lineaires. Bull, des Sc. Math. L (1926), p. 27—32 et 36-43. La methode appliqude 
a dtd ddveloppde ensiiite par M. S. Saks et M. H. S t e i n h a u s, qui I’ont 
employee pour traiter divers problemes de la Th^orie des fonctions (Cf. S. Saks, 
Fund. Math. X, p. 186—196 et H. Steinhaus, Stud. Math. I, p. 51—81). 
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Soit pour un nombre arbitraire A ^ 0 


(5) 


y{t) = 


x(t -{-h) — X (t) 

h 


pour 0 < ^ < 1 . 


(5) designant I’espace des fonctions mesurables (cf. 1, p. 9), 
qui est du type {F) (cf. § 1, p. 35), admettons que 
L’expression (5) definit alors une operation lineaire a domaine 
(C^) et a contredomaine contenu dans (S). 

Soient lim hn~0 ou hn^O et 


( 6 ) 


Un{x) - 


X{t-\-hn)- X(t) 
hn 


pour 0 < < 1 . 


Or, si toute fonction continue avait presque partout la derivee, 
la limite de I’expression (6) existerait pour presque toutes les 
valeurs de t. II existerait par consequent pour tout x (C^) la 
limite lim Un{x), qui serait definie dans le domaine (5), c. a d. 

une limite en mesure. En posant U (a:) = lim Un{x), on obtiendrait 

done une operation additive U (x) mesurable (B) qui, en vertu du 
th. 4, Chap. I, p. 35, serait une operation lineaire. U (x) est 
evidemment la derivee de la fonction x (t). 

II resulte de la continuite de Toperation U (x) que si 
lim Xn(t) — 0 uniformement, on a lim Xn{t) en mesure. Cepen- 

// >oo 

dant pour Xn(t) = - sin on a lim Xn{t) — 0 uniformement, tandis 
^ 27 : 

que la suite des derivees | ^ cos n - \ ne tend pas vers 0 en me- 

( 2ic 2 j:/ 

sure. 11 existe par consequent des fonctions continues qui n’ont 
pas de derivee dans un ensemble de mesure positive. 


§ 5. La continuite des solutions des equations differentielles 
aux dirivees partielles. 

Soit F (x) = 0 une equation differentielle partielle lineaire 
p. ex. du second ordre: 



§ 5, La continuity des solutions des equations diffyrentielles. 
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/r7\ C f X I , dx , dx , ^ 

(7) F (x) — fli -- -f a 2 + CI 4 , — + ^5 ^ — h = 0 , 

ou^ ov^ dudv da dv 


ou Ui (/ = 1 , 2 , . . . , 6 ) sont des fonctions continues des variables 
et dans une region ferinee G ayant pour frontiere une courbe 
simple fermee C. 

II peut arriver que, pour des conditions aux limites d’une 
certaine nature, Tequation (7) admette toujoars une seuLe solution 
x{a,v) qui est continue dans -0 avec ses derivees partielles qui 
figurent dans (7), c. h. d. du premier et second degre dans I’inte- 
rieur G de G. 


Dans cette hypothese, les conditions aux limites peuvent 
etre d’ailleurs bien diverses. Elies peuvent consister p. ex. 
a donner les valeurs de la function sur la courbe C (type ellip- 
tique) ou sur une partie de cette courbe (type hyperbolique, para- 
bolique) ou les valeurs de la derivee sur les normales a la courbe 
C etc, 

Supposons encore que, t designant le parametre qui parcourt 
C, lequation ( 7 ) admette pour toute function 4 (t) continue avec 
ses derivees p. ex. jusqu’a I’ordre r une solution x {a, v) se redui* 
sant sur C a la function 4 (0* 

Ceci pose, nous allons demontrer que 

Si la suite {^n(0} remplit les conditions (imposees a 4 (0) 

Von a uniformement lim 4«(/) et lim 4n^'H0 = 0 pour i = 1 , 2 , , r, 

W-Voo 


alors, {XniUj v)} designant la suite des solutions correspondantes de 
liquation F{x)~Q, on a uniformement dans G: lim z^) = 0 et 

^ n->oo 

d‘^x 

uniformement dans toute region fermee situee dans G: lim == 0 , 


d^x 

lim - = 0 , . . . etc. (pour toutes les derivees partielles qui figu- 

dV^ 

rent dans Tequation (7)). 

Pour la demonstration, designons par E I'ensemble de toutes 
les fonctions a: (u, v) satisfaisant a (7), continues dans G et ayant 
les derivees partielles des deux premiers ordres (celles qui figu- 
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rent dans (7)) continues dans G. Soit {Gn} une suite de regions 

Oo 

fermees situees dans G et teiles que G ^ Gk. Posons pour tout 

k-^i 

couple ^ (tf, v) E ei y {a, v) E: 


max 

, 1 


(X, y) = max \x{u,v)-y («, v) \ + y 

A-i I 


d^x _ dy 
du^ du^ 


d'^x _ d’^y 


+ ... 
+ ... 


en y faisant entrer les differences de toutes les derivees partiel- 
les qui figurent dans I’equation (7). 

Ainsi metrise, E constitue un espace du type {E) et la rela- 
tion lim Xn^ X (suivant la distance definie de la sorte) signifie 

n- >o^ 

que x„ tend uniformement vers x dans G en meme temps que 
d'^x 

les derivees partielles — "» •••{figurant dans (7)) tendent unifor- 
dii- 

mement vers les derivees partielles correspondantes de la func- 
tion X dans toute region fermee Gk ou A; = 1, 2, . . . 

Soit E^ I’ensemble des functions i (t), ou t parcourt C, con- 
tinues avec leurs r premieres derivees. Posons pour tout couple 
UOC A et 

(^, 7]) = max I ^ (0 — (G I 4- V max | I • 

t( C ^ tcc 

Designons maintenant par q~U{x) Toperation qui fait cor- 
respondre a toute fonction x — x (//, v) d E la function ^ S (0 
a laquelle a: («, v) se reduit sur la frontiere C de G. Ainsi defi- 
nie, I’operation U {x) est manifestement additive et continue. 

Or, le contredomaine de Toperation U (x) etant un espace 
du type (F), I’operation inverse x = qui existe par I’hypo- 

these, est en vertu du th. 5, p. 41, continue, ce qui implique la 
proposition a demontrer. 


Remarque, Si nous faisions tomber Thypothese de I’univo- 
citede la solution deTequation (7), nous serionsrestreints a ne con- 
clure (en vertu du th. 4, p. 40) que ceci: ayant la signification 
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precedente, il existe une suite de fonctions {Xn{ii, z/)} satisfaisant 
a (7), se reduisant sur C a in{t) et telles qu’on a lim Xn(ti, i/) = 0 uni- 

formement dans G et lim — " = 0, .. . uniformement dans toute re- 

du? 

gion fermee contenue dans G, 

§ 6. Syst ernes (V equations Uni air es a une infinite d'inconnues. 
Soient (Oik) ou / = 1, 2, . . . et = 1, 2, . . . un tableau (suite 
double) arbitraire de nombres reels et un espace du type {F) 
dont les elements sont des suites de nombres. 

Theoreme 10. Si pour toute suite y = {r]/} C A systime 
d'equations 

(8) ^ t = 1, 2, . . . , 

admet toujours une seule solution il existe des fonctionnelles 
lineaires iu = fk(y) oil k definies dans et telles que 

Ion a 

fkiy) - rii pour tout 3 / C ^ 1, 2, . . . 

A:--l 

Demonstration. Designons par E I'ensemble de toutes les sui- 
tes X = {ik} qui remplissent les conditions 

a) la serie ^amik est convergente pour tout / ^ 1, 2, . . . 

b) la suite {vi,} | '‘^1 appo-rtient a E^. 

I ) 

Posons pour tout couple x' — {4a;'} et x” — {4^"} d’elements de E: 

I ” 

{x\ x")i = borne sup V Uiki^'k — , 

! fei 

{x\ x'')q = distance des suites | ^aiki'k] et 
et definissons la distance ix\ x") dans E par la formule 
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Remarquons que 

(9) Pour tout /j = 1, 2, . . . si lim Xn = B oil Xn — C 
on a lim = 0 . 

/7->e<3 

En effet, par suite de runivocite des solutions du systeme 
d equations (8) la /5*ieme colonne contient au moins un terme Uik 7^ 0. 
Admettons done que 

(10) pour k = \,2,... 

Comme lim Xn = B, on a lim {x„, B),i = 0, d'ou lim == 0, 

/z->oo «->oo 

car (10) donne 7^ 0, et il est facile a present de prouver par 
induction que Ton a d’une fa^on generate lim = 0 pour tout 
k naturel. 

Ainsi etablie, la proposition (9) permet de montrer que E 
est un espace vectoriel complet. 

Admettons a ce but que la suite {Xn} ou Xn — remplit 

la condition lim (Xp, Xq) = 0. Par consequent lim {Xp — Xq) — 0, d’ou 

p— q—^co p— V9>o, q—^<x^ 

en vertu de (9), lim — W^^) = 0 pour A; = 1, 2, , de sorte qu’il 

existe un lim = iik pour tout k naturel. Soit x = {S;^}. On verifie 
aisement que x E et que lim (a:„, x)i = 0 pour tout / = 0, 1, . . . , 
d’ou lim {Xny x) = 0; I’espace E est done, en effet, complet. 

n->^ 

II en resulte que E est un espace du type (F). 

Ceci etabli, po«ons 

y = U{x) 

pour toutes deux suites x — {^4 Cl ^ et y = {yj/} (2 satisfont 

au systeme d’equations (8). 

On voit aussitot que 

(11) (3',e) = (.^,0)o<(.^,B), 

ou (y, 0) designer, bien entendu, la distance dans E^ et (a;, 0) celle 
dans E. 
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En vertu de (11), lim Xn = ^ entrame lim U {Xn) = 0. L'ope- 

/I— >co 

ration y ~ U (x) est done lineaire et comme elle transforme E en 
d’une fa^on univoque, Toperation inverse x = U~\y) est d*ap- 
res le th. 5, p. 40, egalement lineaire. Par consequent, si 
Ton pose pour = 1, 2, . . . : Ik = fk(y) oii a: = U~\y) == on voit 
que lim yn = ou Xn ~ U~\yn) = entrame lim Xn = 0, done 

/i->oo n—><^ 

lim = 0; ainsi les fonctionnelles additives fk{y) sont des fon- 

rt->oo 

ctionnelles lineaires dans £i, c. q. f. d. 

Ce theoreme implique, comme nous allons voir, le theoreme 
suivant ^): 

Si te systime cVequations (8) admet exactement une solution 
pour toute suite {tj/} appurtenant 

1^ d Vespace des suites convergentes vers 0, 

2^ d Vespace (s), 

S*’ d Vespace (1), 

4® d Vespace (Vp'^) ou /? > 1, 

il exist e un tableau {bki) tel que 

ik bki fit pour ft = 1, 2, , 

i=l 

oil les suites et {■/],} satisfont au systime d’equations (8) et qui 
remplit respectivement les conditions: 

I CO pour = 1, 2, . . . , 

2® il n'a que des lignes finies (c. a. d. qu’il existe une, suite 
numerique Uk telle que Ton a bki = 0 pour tout i > Uk), 

3” 1 bki 1 <C pour une suite de nombres {mk), 

oo p 

40 ^ I bki I oo pour /j = 1, 2, . . . 


1) dont le cas 4° a 6t6 connu (cf. F. R i e s z, Les systimes d'equa- 
tions lineaires d. une infinite d’inconnues, Paris 1913). 

S. Banach. Th6orie des operations lineaires. 
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Remarque. Si Ton suppose que le systeme d 'equations (8) 
admet exactement une solution pour toute suite conver gente {tj,} 
(pas necessairement convergente vers 0), il existe, en dehors du 
tableau {bki) assujetti a V\ une suite bornee {Ck) telle que 

= c,, lirn r^i r^i pour k = 1,2, ... 

Tous ces theorenies s’obtiennent du th. general etabli au de- 
but (th. 10, p. 47) par une representation convenable de la fonc- 
tionnelle lineaire dans chaque espace particulier (voir theoremes 
p. 50, et 66—68). 

§ 7. Applications de F espace (s). 

Nous allons etablir la forme generale des fonctionnelles 
lineaires dans I’espace ( 5 ) des suites de nombres (voir Intro- 
duction § 7, 2, p. 10). 

Theoreme 11. Toute fonctionnelle lineaire f (x) definie dans 
F espace (s) est de la forme 

(12) f(x)= ya,ii, 

jiLmJ 

/- -1 

oil N est ufi nombre naturel dependant de f. 

Demonstration. Soit ou 0 pour i ^ n et 

I Posons / (x,,) == a,j. Pour toute suite x — on a 

V Or, cette serie etant 

H i ri I n-l 

convergente pour toute suite {$„}, il existe un N naturel tel que 
Ton a a„ = 0 pour tout n> N, d’ou la forme (12) de f{x). 

M. 0. Toeplitz^) a etabli le theoreme suivant: 


’) 0 , r 0 e p 1 i t z, Ober die AiiflOsitng imendlich vieler linearer Oleichungen 
mil imendlich viclen Unbekannten, Rendiconli del Circ. Mat. di Palermo XXVIII 
(1909), p. 88- 96. 
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Theor^me 12. Pour qWil existe une suite de nombres {Ja} 
satisfaisant aa systime d' equations (8), ii faut et il suffit que, pour 

r 

toute suite finie de nombres /? 2 , , . . , to condition ^hiaik — O oil 

i^i 

r 

/j = 1, 2, . . . entraine Vegalite ^hi t],- = 0. 

/rzrl 

r 

En particulier, si la condition^ hiaik ~ 0 ow /? — 1, 2, . . . entraine 

ho — hr = 0, systeme d* equations (8) admet me solution pour 
toute suite {vj/}. 

Nous aliens demontrer le 

Theoreme 13. Si le systeme d* equations (8) admet pour toute 
suite y — {yj/} exactement une solution, il existe pour tout i naturel 
un Ni naturel tei qii'on a aik — 0 pour tout k > Ni. 

Demonstration, Posons hk = fk(y) pour 'Z ou /= 1, 2, . . . 

A-^l 

En vertu du th. 10, p. 47, fk{y) est une fonctionnelle lineaire de- 
finie dans I’espace (s) des suites de nombres reels, (cf. p. 10). Il 
existe done pour tout k naturel une suite finie de nombres 
aiA, aoA, . . . , telle que 

(13) = 

/.r-l 

Or, les equations du systeme (8) sont lineairement independantes. 
En effet, supposons par centre qu’il existe une suite finie 

r 

de nombres • • • ? hr telle que ^//a aut — 0 ou / = 1, 2, . . . On 

A— 1 

aurait done selon (13) 

• r r 

(14) '^hklk ® ^ ■ 

A=1 A=1 

En posant — atj pour un j < r naturel arbitrairement fixe, 
on eonstate aussitot que Ton a pour la solution eorrespondante 
{^A®} du systeme d’equations (8): if = 1 et ^a° = 0 pour tout k j, 
Ces valeurs mises dans (14) donnent hj = 0; en eonsequence, tous 
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les coefficients hk s’annulent, ce qui prouve Tindependance lineaire 
des equations (8). 

II en resulte en vertu du th. 12 Texistence pour toute suite 
{Ia} d’une suite de nombres {v]/} satisfaisant aux equations (13). 

La serie ^ atk ik est par consequent convergente pour toute suite 

k=i 

{^4 ^'ou Texistence pour tout i = 1, 2, ... d'un M conforme a la 
these du theoreme. 

Remarque. En faisant tomber I'hypothese d’apres laquelle il 
n’existe qu'une seule solution, le theoreme cesse d’Mre vrai. 

En effet, {yj/} etant une suite arbitraire, il existe une serie 

entiere a coefficients reels ik telle que 

A=0 

^ikj'‘ = nj oil y = i,2, ... 

k=0 

Or, ce systeme d’equations admet done une solution pour 
toute suite {y]/}; evidemment cette solution n'est pas unique, car 
il existe une serie entiere distincte de 0 et telle que 
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Espaces noriii6s. 

§ 1 . Definitions des espaces vectoriels normes et des espaces 
du type (B). 

Un espace vectoriel E est dit norme s’il existe une fonction- 
nelle — qui est appelee norme et designee par |a;| ou \\ x \\ — 
assujettie aux conditions: 

1 ) 1 0 1 = 0 et 1 a; 1 > 0 pour a: ^ 0 , 

2) |A:+y|< |Ji:l + I;;!, 

3) I ^a; I = I ^ I • I a: I pour tout nombre t . 

Si on definit la distance de deux elements a: et j; de E par 
la formule 

{x,y)^\x-y\, 

on obtient evidemment un espace metrique. S’il est, de plus, 
complet (voir p. 9; c. a d. dans le cas considere que lim | a:^ — a:^ | = 0 

^->Oop->C>3 

entraine I’existence d’un x (^E tel que lim | a:^ — a: | = 0), il s’ap- 

/I->oo 

pelle espace du type (B) ^). 

On voit aussitot que tout espace du type (B) est en meme 
temps du type (F), mais non reciproquement: les exemples d’es- 


La classe des espaces du type (5) a traitee d’une fa^on g6n6rale 
pour la premiere fois dans mon ouvrage pr^cit^ de Fund. Math. Ill (1922), 
p. 183-181. 
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paces decrits dans I’lntroduction, p. 9 — 12, et qui sont tons du 
type (F), ne sont du type (B) qu’a I’exception des espaces {s) et 

(<S). 


§ 2, Proprietes des operations lineaires. Extension des fonction- 
nelles lineaires. 

Nous allons nous occuper d’abord des espaces E normes, 
mais pas necessairement complets. 

Theoreme 1. Pour qii'une operation additive U {x) definie 
dans iin espace vectoriel G E soit lineaire, il faiit et il siiffit qu'il 
existe un nombre M tel qu'on ait: 

(1) \U{x)\^M-\x\ pour tout x CZ G . 

Demonstration^). La condition est necessaire. En effet, 
a defaut d’un pareil Af, il existerait une suite telle que | U {Xn) \ > 

> Mn I Xn I ou lim Mn = + co. Eu posant ^ • Xn, on aurait 

" Mn I a:,, 1 

done I K,, I = ^ > d’ou lim Vn === B et par consequent lim U (Yn) — B, 
Mn 

ce qui est impossible, car \U {Yn) \ =^ ^ , * ! ^ i^n) \ > 1. 

Mn I a:,, I 

La condition est suffisante. En effet, pour tous Xn et x 
de G, lim Xn ™ x entraine lim [ a: a:„ | = 0, done lim | U (Xn) ~ 

— tj (x) \ = lim I G (a: — a:„) I < lim Af • | a: — a:„ | = 0 et enfin 

//■ >00 

lim U (Xn) = U (a:), c. q. f. d. 

n K--- 

Etant donnee une operation lineaire U {x) definie dans un 
espace vectoriel G Cl £, on appelle norme de Toperation U (x) 
dans G et on designe par \U\g le plus petit nombre M satisfai- 
sant a la condition (1). Si G = E, on pent Tecrire tout court | 
au lieu de \U\e^ 


9 Cf. S. Banach, 1. c., Fund. Math. Ill, p, 151—153. 
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On a done | U (x) | < \^\g' \x\'pour x (^G et il est facile 
de voir que 

I = borne sup \U {x)\. 

xC 0,\x \ < 1 

La question s’impose s’il existe pour tout espace vectoriel 
norme une fonctionnelle lineaire (definie dans cet espace) qui 
n’est pas identiquement nulle. La reponse affirmative resulte 
des theoremes suivants ') dont le premier est une consequence 
facile du th* 1 (Chap. 11, § 2), p. 27. 

Theoreme 2, Etant donnee une fonctionnelle lineaire f (x) de- 
finie dans un espace vectoriel G U existe une fonctionnelle line- 
aire F (x) definie dans E et satisfaisant aiix conditions: 

F {x) — f {x) pour x(f^G et \F\~\f\G, 

Pour la demonstration, il suffit de poser p {x) = | ^ | • |/|o dans 
le th. 1 du Chap. II. 

Theoreme 3. Pour tout x^^ E il existe une fonctionnelle 
lineaire F (x) definie dans E et telle que 

E{x,)^\x,\ et \F\ = 1. 

Pour la demonstration, il suffit de designer dans le th. 2, 
qui precede, par G I’ensemble des elements de la forme /zaJq ou 
A est un nombre arbitrajre et de poser F (hx^)) = k f Xq\ . 

11 en resulte, en particulier, Pexistence dans tout espace vec- 
toriel norme d'une fonctionnelle lineaire n'etant pas identiquement 
nulle. 

Theoreme 4. Soit f (x) une fonctionnelle quelconque definie 
dans un ensemble G Pour quHl existe une fonctionnelle lineaire 
F (x) definie dans E et satisfaisant aux conditions 

1 " f (x) = F (x) pour x(ZG, 


q Les theoremes 2—6 se trouvent dans la note de M. H. Hah n, Ober 
tineare Gleichungen in linearen Riiumen, Journ. fftr reine u. angew. Math. 157 
(1927), p. 214—229; cf. anssi S. Banach, Sur les fonctionnelles lin^aires. Stud. 
Math. I (1929), p 211 — 216, en particulier th. 2 et remarque. 
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2® |F|<Af pour an nombre donne M>0, 
il faut et il suffit que Von ait Vinegalite 

I iti 

pour toute suite finie x^, x^y... y Xr d' Elements de G et pour toute 
suite finie hr de nombres riels ^). 

Dimonstration. La condition est necessaire. Onaen effet 

F\^hix\ <|/^|* ^hiXi ,d*ouselon2® ^ /t/ F (at/) < Af • ^ hi Xi 

\ i—l / /=1 /=1 I /=1 

et coinme on a selon F (xi) — f (xi) pour tout Xi (2 il en re- 
sulte I’inegalite a demontrer. 

La condition est suffisante. Soit, en effet, H Tespace 

r 

vectoriel des elements de la forme z = ^ hi Xi ou r designe un 

1=1 

nombre naturel, hi des nombres quelconques et Xi G. Posons 

<P (z) = Sh,f(xi). 

/=1 

r s r 

Pour z — ^ hi Xi = ^h'iX'i on a par hypothese Shifixi) — 

/=1 i~l /=1 

-Ih'if{x'i) </W- thiXi~Eh\x'i =0. 

1=1 /=! /=1 

La fonctionnelle 9 (z) est done definie dans H d'une fagon 

univoque et, comme on voit facilement, elle y est additive. En 

r r 

outre, i 9 (-2^) I == ^ hi f (Xi) < Af * ^ hi Xi donne | 9 |// < Af. L’exi- 

stence dans de la fonctionnelle F(x) a proprietes 1® et 2® s’ob- 
tient done du th. 2, p. 55, par substitution de 9 a / et de // a G. 

En particulier, si G est une suite {Xn} d’elements de E et 
Cn designent les valeurs correspondantes de la fonctionnelle /(a:), 
on a le 

0 Ce th^oreme a 6t6 6tabli pour certains espaces speciaux par F: R i e s z 
(Untersuchungen ilber Systeme integrierbarer Funktionen, Math. Ann. 69 (1910), 
p. 449—497) et, dans une forme plus g^nerale, par E. H e 1 1 y (Ober lineare Funk- 
tionaloperationen, Wiener Berichte 121 (1912), p. 265—297). 
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Th4or^me 5. Pour qu'il existe dans E une fonctionnelle Uni- 
aire F (x) assujettie aux conditions 

P F{Xn) = Cn pour /z = 1, 2, ... et 2® | f*! < 
pour un nombre donne M>0, une suite donnie {Xn} d*ilements de 
E et une suite donnie {C„} de nombres riels, il faut et il suffit que 
Vinegaliti 




< Af- 


i: 


hi Xi 


se presente pour toute suite finie ... , hr de nombres reels. 


§ 3. Ensembles fondamentaux et ensembles totaux d'elements. 

Nous allons etablir a present quelques theoremes qui jouent 
dans la theorie des espaces normes un role analogue a celui que 
le theoreme de Weierstrass sur Tapproximation des functions 
continues par les polynomes joue dans la theorie des functions 
de variable reelle. 

Lemme. Etant donni un espace vectoriel G F et un Hi- 
ment de E situe d la distance d>0 de G, il existe une fonction- 
nelle Uni air e F (x) di finie dans E et satisfaisant aux conditions: 

1 ) = 

2) (a:) = 0 pour x (2 G , 

3) \F\ = ^- 

Dimonstration, Soit FI Tensemble des x de la forme 
(2) X ~ x' + ^ Po a est un nombre arbitraire et x' G. 

Ainsi defini, H est evidemment un ensemble lineaire et com- 
me d>0, la representation (2) de x est univoque. Nous definis- 
sons dans // la fonctionnelle additive f{x\ en posant / (x) = a 

pour X de la forme (2). Comme |A:| = |A:' + ayo| = |a||i I > 
> |a| • i/, il vient d'une part \f {x)\ = \(i \ < i | a:| , d’ou |/|// < 
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D'autre part lim | Xn—y^ 1 — d pour G entraine \f{Xn - ,Vo) I = 1 < 

«->c« 

< -Jol ■ l/lw. tl’ou 1 < d- \f\H, done \ < \f\n. On a par con- 

d 

sequent |/|//-= v 
a 

On en conclut en vertu du th. 2, p. 55, (en y remplagant G 
par H) qu’il existe une fonctionnelle lineaire F (x) definie dans £ 

et telle que F {x) ^ /(x) pour x C ^ et \F\=^ \f\H = ^ (condition 

a 

3), done, en particulier, F{x)^^ pour x (Z G (condition 2) et 
F (y^i) — 1 (condition 1), c. q. f. d. 

Theoreme 6. Etant donnes tin ensemble quelaonqiie G (ZF et 
mi element arbitraire y^ de E, la condition necessaire et suffisante 
pour qii'il existe une suite {^„} de combinaisons lineaire s d' elements 
de G telle que lim gn ==%, ost que f (x) = 0 pour xQG entraine 

f (yj = 0, quelle que soil la fonctionnelle lineaire' f (x). 

Demonstration, La condition est necessaire. En effet, 
I’egalite /(x) = 0 pour tous les x C ^ entraine I’egalite / (^„) = 0 
pour /z = 1, 2, ... , d'ou / (lim == / (j/p) = 0. 

La condition est suffisante en vertu du lemme qui precede, 
en y designant par G I’ensemble de toutes les combinaisons line- 
aires d'eleinents de I’ensemble Q considere ici, c. q. f. d. 

Un ensemble G ZLE s’appelle fondamentaf lorsque Tensem- 
ble de toutes les combinaisons lineaires d’elements de G est dense 
dans il s’appelle totaf lorsque toute fonctionnelle lineaire / (x) 
qui s’annule pour chaque x G, s’annule aussi pour chaque x ZIE. 
On deduit aisement du th. 6 le suivant 

Theoreme 7. Pour qu'un ensemble G Z F soit fondamental, 
il faut et il suffit quHl soit total. 

q voir la definition d© cette notion Chap. II, § 1, p. 27. 
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Une fonctionnelle lineaire f {x) est dite orthogonale a an eU- 
meat lorsque /(a:o) = 0; elle est dite orthogonale d G, lorsque 
cette egalite se presente pour tout x (2 G. 

Le lemme p. 57 implique pour tout sous-ensemble G ^ E li- 
neaire et ferme Inexistence dans Pespace E d' une fonctionnelle line- 
aire non identiquement nulle et orthogonale d G. 


§ 4. Forme generale des fonctionnelles lineaires dans les es- 
paces (C), (c), (m) et dans les soiis-espaces de (m). 

Nous allons etablir a present la forme generale des fonction- 
nelles lineaires dans certains espaces normes particuliers 0- 

1. Espace (C). La norme definie dans Tespace (M)^) coYn- 
cidant pour les functions continues avec celle de I’espace (C), on 
pent considerer (C) comirie un espace vectoriel situe dans (A1), 
Etant donnee une fonctionnelle lineaire / (x) definie dans 
(C), il existe en vertu du th. 2, p. 55, une fonctionnelle lineaire 
F (x) definie dans (M) et satisfaisant aiix conditions: 


(1) E (x) = f {x) pour tout X (_ (C) , 

( 2 ) \F-\{m) I f^(C)- 


Posons: 


et 

( 3 ) 




(1 


pour 

pour 


0 < u < t 
^ < w < 1 




Nous allons montrer que g {t) est une fonction a variation 
bornee. Soient a ^ t^ < t^< < tn = ^ et s, ^ sign (//) — 

n n 

pour / = 1, 2, ... ,n. On ax'"! S’ (fi) - g | = E{gi.ti)=~g(ti-i)}ti= 

i—l i~l 

I ' n n 

e,- < i;" {5/, - E/ et on aper?oit 

/•=1 J 1 


cf. Introduction, § 7, p. 11 — 12, exemples 4, 5, 6, 8 et 9. 
*) voir 3, p. 10. 
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aisement que la norme de cette somme est = 1. II en resulte 
d'apres (2) que 

(4) variation g(0 < I ^Vm) = |/|(c) • 

0</<l 

Ceci etabli, soient x {t) d (C) et 

(5) = z„(u) (“) - (“)} • 

r~l f n n 


La fonction Zn(u) prend done respectivement dans les inter- 




La fonction x — x(u) etant 


r — 1 /* 

valles < — les valeurs 

n n 

continue, on a lim \\x — Zn\\ = 0, d'ou selon (1): 

n->oo 

(6) lim F(Zn) = F(x)=f(x). 

D’autre part, les egalites (3) et (5) donnent 

done, comme x (t) d (Q et g {t) estune fonction a variation bornee, 

1 

lim F {Zn) = I X (t) dg, d’ou en vert.u de (6): 

/J— >oo J 

0 

1 

(7) f^x) = jx (i) dg pour tout x{t)(Z(C). 


X 

Comme par consequent \f {x) | = J*x (t) dg 


variation g (0 * 

0</<l 


max \ x{t)\, on a selon (4), en posant |/| = |/|(c)*. 

0</<l 

variation ^(0 = 1/1* 

0</<l 

Nous avons ainsi obtenu le theoreme 0- 


0 qui a d6montr6 pour la premiere fois par F. R i e s z (Sur les ope- 
rations fonctionnelles liniaires, Comptes-Rendus de I’Acad. des Sc. 149 (1909), 
p. 974—977). 
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Toute fonctionnelle liniaire difinie dans Vespace (C) est de la 

forme 

1 

f(x) =^x{t)dg, 

0 

oil g (t) est une fonction independante de x (t) d variation \f\. 

Reciproquement, etant donnee une fonction g{t) a variation 
bornee, la fonctionnelle / (a;) definie par (7) est evidemment line- 
aire. 


2. Espace oil r 1. Etant donnee une fonctionnelle 

lineaire f{x) definie dans Tespace posons: 


et 


5/ == ii{u) 



pour 

pour 


0 < M ^ 

2^ < « < 1 


fm = g(t). 


Nous allons montrer que g (t) est une fonction absolument 
continue. 

En effet, soient Sj, 52» — , des intervalles n’empietant pas Tun 
sur Tautre a extremites respectives tt et t'l ou ti < t\ et / = 1 , 2, , /z. 
En posant s, = sign [g (t'i) - g {ti)], on a 


2 1 S (t'i) - g (ti) \=^^{g (t'i) - g (ti)) ^i = 


( 8 ) 


= / 


' /=! / 


La fonction — S/^) £/ prenant dans Tintervalle S/ la valeur 
£/ = ± 1 et s’annulant ailleurs, il vient en vertu de Thypothese 
que les intervalles S/ n’empietent pas Tun sur I’autre 


-4,) 


/=1 



l«^l- 


OU |S/| designe la longueur de S/. On a done, d’apr^s (8), 
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g (i'i) — S i^i) I C I/I ‘j/ ^1 o/| , ce qui prouve la continuite 
absolue de g (t). 

Ceci etabli, posons g\t) = a (/). La fonction a (t) est inte- 

/ 

grable et, comme ^ = 0, on a evidemment f{it) = | « (0 

0 

1 

(9) / (4,) = j 4((tt) a (tt) du . 

0 


Soient , ... , Cn des nombres arbitraires, 0 < < ... < 

< /„ — 1 et a: {t) — Ci pour /_i < t <ti et / = 1, 2, ... , az. On a evi- 

n 

demment x {t) — Ci {if. — d’ou selon (9) 


( 10 ) 



a: {t) a {t) (it . 


Ainsi Fegalite (10) est remplie pour toute fonction „en es- 
calier" a {t). 

Si a: = a: (/) est a present une fonction quelconque mesura- 
ble et bornee, il existe une suite {Xn{t)) de fonctions „en escalier^ 
bornees dans leur ensemble et tendant presque partout vers x {t). 

1 

Par consequent lim / | Xn{t) — x {t) Y dt — 0, d ou lim || a:« — x || = 0 

A/->oo /I 

0 


1 1 

et, selon (10), /(x) = lim / Xn{t) a {t)dt= I x{t)a{t)dt. Ainsi Pega- 


lite (10) est remplie pour toute fonction x {t) mesurable et bornee. 
Ceci etabli, considerons d’abord le cas ou r > \. 

Posons: 


x„(t) = 1 I “ I'”* ' I “ ” 

I n ■ sign a {t) pour \ a (t) 1^ > n , 


oil i + 1 = 1. Ona|/(x„)| 


j' x„{t) a {t)dt 


<\f\ 


■j/ j'\ x„> 


{t)\rdt 
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et comtne Xn{f) « (0 = i Xn{t) M “ (0 1 > I Xn{t) \ ■ \ x„{t) » oa a 


I \x„{t)\^-^dt< f\x„{t)\rdt, d’ou, en tenant compte que 


3 j = /■, on tire j^ f \ x„{t) | dtj < | / 1 . 


Coinme cette inegalite 


subsiste pour tout n naturel et comme | Xn{t) K < | « (0 = | (0 !"' 

et presque partout lim | Xn(t) = \ a. (t) |', on obtient 


( 11 ) 


j/ f I ^ (0 1 


^^<1/1, 


de sorte que a (t) est une fonction a 5-ieme puissance sommable. 
Par consequent, si x (t) est une fonction rnesurable arbitraire 
a r-ieme puissance sommable, le produit x (t) a (/) est evidemment 
une fonction integrable. 

Definissons a present la suite {Xn{t)} comme il suit: 

(12) x„ = xn{t)=\^^^'> \xm<n, 

\ n sign a: (/) pour \x{t)\> n. 

On a alors 

r 

(13) II a: - a: \\=. j^ I \x^t)- Xn{t) [ dt et lim || a: a:„ || -= q , 

{ 1 

de sorte que | f x (t) a (t) dt - f (x,,) \ = \ f [x (t) - Xn(t)] a (t) dt | < 


I a: (^) — Xn{t) Y dt • I I a (t) 1^ dt , d’ou, selon (13), / (a:) = 

1 1 
lim / {Xn)*= I X (t) cf. (t) dt et comme \f{x)\ — \lx (t) a (t) dt | < 


< 


I ^ (0 h 'W^h la formule (11) donne I’egalite 
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\a{t) \^dt. 


Nous avons ainsi demontre le theoreme^* 

Toute fonctionnelle Uniair'e f (x) difinie dans L'espace oil 
r > 1 est de la forme 


oil 


f{x)=^x{t)a\t)dt 

0 


et I/I- 



a (0 1" dt . 


Passons maintenant au cas ou r — 1. Soient 0 ^u<u + h^l et 


x(t)=^ 


^ pour u ^ t ^ u + h 
0 pour 0 <u et u^ h<t ^1. 

tt+/i 


On a, selon (10), 1 /(a:)| = 


I .| «+/* 

f x{t)ix{t)dt = i / a(0 


dt 


et 


comme | /(x) |< | / 1 • |lx 1| = | / 1 ■ 1, il vient 


u-\-h 


dt 


< \ f\'h. 


La fonction g(u) =J a (t) dt satisfait done a la condition de L i p- 

0 

schitz et comme on a presque partout g'(t)^o,{t), on en con- 
clut que 

(14) I a (0 1< i/I presque partout. 

Si a present x — x(t) est une fonction integrable quelconque 
et la suite {Xn{t)) est definie par les formules (12), on a || a: — || = 


= j \x(t)^Xn{t)\dt 

0 


1 



q Pour r = 2 ce th6oreme a 6t6 6tabU par M. F r 6 c h e t {Sur les ensem- 
ties de fonctions et les operations liniaires, Comptes Reudus de I’Acad. des Sc. 
144 (1907), p. 1414—1416) et dans le cas gdndral par F. Riesz, 1. c., Math. 
Ann 69 (1910), p. 449—497, v. p. 475. 
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= J X (t) a. (t) dt , puisque | Xn{t) a (/) | < | a : (^) a (t) | . Or, comme 

0 

1 1 

f x(t) a (t) dt ^ f \x {t)\dt ■ vrai max | a (0 1 , on obtient en vertu 

i i 

de (14) Tegalite 


I /I = vrai max | a (0 1 

0</<l 


Nous avons ainsi demontre le theoreme 
Toute fonctionnelle liniaire f (x) difinie dans Vespace (L) est 
de la forme 

f (•«) = J (0 “ (0 dt , 

0 


ou CL (t) est une fonction bornee presqae partout et\f\ = vrai max | x (t) | 

0</<l 

3. Espace (c). Soient 


(15) 


_ I 1 n — i 

' [ 0 pour 


Etant donnee une fonctionnelle lineaire f{x) ou a: = {54C(0> 
posons 

(16) f{Xn)=^Cn et f{x')^C, 

r 

En posant a=lim Srt, on a done \\x — clx' — ^)X n\\ — 

n~l 

r 

— borne sup | — a | , d'ou x = olx' lira ^ (in — a) Xn et par con- 

ri>r r->oo n=l 

sequent x = ax' (in — ol) x„. Done f(x) = a - f(x') -^S(^n — a) /(Xn), 

n=l n==l 

d’ou selon (16) 

(17) f(x) = a C' (in - ^) 'Cn. 

n=l 


Ce thdoreme a did ddmontrd pour la premiere fois par M. H. Stein- 
h a u 8 (Additive and stetige Funktionaloperationen, Math. Zeitschr. 5 (1918), p. 
186—221). 

S. Banach. Th^orie des operations lin^alres. 5 
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Si jc = {$/,} est a preseat la suite ou 

^ _ I sign Cn pour n < r, 
I 0 pour n> r , 


r 

onaixll^l, a = limS« = 0 et/(Jc)=2'| C, |,etcomine |/(a:) |< |/1 11^:11, 

>oo W — 1 

r 

il vient^lCI < |/|. Le nombre r etant arbitraire, il en resulte 


que la serie2^|C„l est convergente. En posant 

n-~l 

C'-^Cn=C, 

on a d’une fagon generate selon (17) 


(18) 


/ (X) = aC 

n—1 


OU a = lim in . 

n~>co 


Soit a present 

^ _ I sign Cn pour n ^r 
\ sign C pour n> r . 

r 

Alors ||jc|| = l, a = lim = sign C et /(a:) = | C| +2J 1 Ci | + 

/i->oo n=l 

Cn - sign C< 1/1 et, cette inegalite subsistant pour tout r na- 

/j=r+l 

turel, on obtient 1 C| +1]' | C„ |< |/| . Comme d’autre part/(A:)< 

n—l 

<[lCl+JjC„|] il en resulte que Ton a I’egalite 

(19) lCl+J'lC„| = |/i. 

/I=l 

Conformement aux formules (18) et (19), le theoreme suivant 
se trouve ainsi etabli: 

Toute fonctionnelle lineaire f (x) ou x = difinie dans (c) 
est de la forme 
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et on a 


f{x) = C lim in+y c„ in 
|C|+^|C„| = |/|. 


4. Espace oil r > 1. Soit, com me auparavant, Xn == {i'l) 
ou i'l sont definis par la formule (15). On a done pour x — (2 


C (^^'"0 arbitraire j| x ii Xi\\ = l/ V 0, d’ou 

i=l f 

( 20 ) x^^iiXi, 

/=i 

Etant donnee une fonctionnelle lineaire f (x) definie dans 
(/^O)^ posons / {Xi) — Ci, d’ou selon (20) 

( 21 ) 

/=1 

Considerons d’abord le cas ou r = 1. 

Soient in = sign €„ et $/ = 0 pour n. On alors f (x) — 
= I Cn I < I/I . D’autre part, on a pour toute suite x = {^/} Q (0 

rinegalite |/ (a:) | < ^ | Sz | ) • borne sup |C/| et par consequent 

\/=l / l</<oo 

I/I = borne sup [ C/|. 

1</<CK. 

Nous avons done demontre le theoreme: 

Toute fonctionnelle liniaire f (x) oil jc = {£/} difinie dans (1) 
est de la forme 

f(x)=2]Ciii 


oil I/I = borne sup | C/ 1 . 

l</<00 
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Passons au cas ou r > 1. Soit ou 

^ I I C • sign Ci pour 
— I 0 pour i> n 


et ^- + ^ = 1. On a alors \\x^\\ = j/ E\ |" '’ = j/ Q 1 ^ d’ou, 

r s 

selon (21),/(A:«)=ijC,p<|/|- ft C, |^, done ^1.1 I 


et, n etant arbitraire 


.V 

ire, ^ E\ Ci I 


<1/1 


< |/|. D'autre part, pour toute 


suite X — {5/} CZ on a / (^) = | Q | j/ ii Y • j/ C’ l'^ > 
d’ou finalement I'egalite 




i/i=^|iGr 


Nous avons ainsi demontre le theoreme: 

Toute fonctionnelle liniaire f (x) difinie dans respace ou 
r>l est de la forme 


f (^) Ci ou x= {4/} 


et on 


^ I/I == r “ 1 


r s 


5. Espace (m) et ses sous-espaces vector iels s^parables, Soit 
E un espace vectoriel separable situe dans {m)\ les elements de 
E sont done des suites bornees de nombres. Admettons dans E 
la meme norme que dans (/w), a savoir 

I a; 1 = borne sup 1 4/ 1 oil x — {4/} C ^ • 
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Soit {Xn) oCi Xn = {5?} la suite d'elements de E qui ferment 
Tensemble denombrable dense dans E. Considerons d’abord x^ 
et X 2 . Nous aliens etablir pour tout £3 ^ 9 Texistence d'un tel k 2 
naturel que Ton ait pour tout couple \ et X2 de nombre reels: 

(22) I ^1 -^1 + ^2 -^2 1 I \ + X2 I • (1 4- ^2)- 

Ecartons, en effet, le cas de la proportionnalite des nombres 
et i] comme trivial et supposons, par centre, qu’il exist© pour tout 
k naturel un couple X* et X^ tel que 

I X^ Xi + X* a :2 I > max | XJ + Xf | * (1 + £2) • 

En designant par m* celui des nombres | X* | et | X* | qui est 

'K 

plus grand et en posant /* = -- et /* = , on aurait done 

(23) j/f + /^ • (1 + 

Comme on a 1 < | 1 + | /* | < 2 pour tout k naturel, on 

peut extraire des suites {/f} et {/^} des suites convergentes. II 
exist© par consequent une suite {kj} telle que les suites {l\}) et 
{l^j) convergent respectivement vers certains nombres et I 2 
ou 1 < I /i I + I /2 1 < 2. Comme lim /fy = + c>o et en outre lim |(/i x^ -j- 

/-►oo /->oo 

+ I 2 X 2 ) — {l\J x^ + X 2 )\ = 0, on aurait done, en vertu de (23). 

I /i ATi + 4 ATg I > max I /i SJ + h 1 * (1 + H)^ ce qui est impossible, 

l </<00 

car on a par definition | /i aTj + /j a :2 | = borne sup 1 + 4 ^ | . 

L’ existence d’un naturel satisfaisant pour tout X^ et Xg 
a (22) etant ainsi demontree, on en deduit aisement par induction 
que, {s«} etant une suite arbitrairement doniiee de nombres po- 
sitifs, il existe pour tout n>\ nn kn naturel tel que pour tout© 
suite finie Xj, X2, , X^ de nombres reels on a 

(24) I XjATi + XgATg + ... + '^nXn | < max I Xi^^ + XgiJ + ... + X„$/« I • (1 -f s«). 

Ceci etabli, d^signons pour tout n naturel donne par x'i oh 
I = 1, 2, ... , n la suite 
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(25) 0,0,0,...; 
on a done en vertu de (24) pour Xg, ... , X« arbitraires 

(26) 1 Xj Xi + Xg ATg 4- ... + X„ ATn i < I X, + Xg Ar'g + ... + K x'n | • (1 + ^n). 

Soil a present f(x) une fonctionnelle lineaire definie dans E. 
Done |/(Xi -f Xg ATg + ... +Xrt Xn) | ■< |/| ' I .^i + X 2 X 2 + ... + 1 > 

et par consequent selon (26), | Xi/(a:i) ^-Xg /( a: 2 ) 4 - ... 4-Xrt/(A:/z) | < 
< I/I • (1 + £«) • |Xi a:/ +>^ 2 -^ 2 ' + .•• • Comme par definition 

de x/ (voir (25)) on a x/ C (0» existe en vertu du th. 5, p. 57, 
une fonctionnelle lineaire /n(x) definie dans (c) et assujettie aux 
conditions: 

/n(x/) = / (Xi) pour tout / = 1, 2, ... , « l/n |< I/I * (1 + . 

En tenant compte de la forme generale des fonctionnelles 
lineaire dans Tespace (c), etablie p. 66, et tons les termes des 
suites xi ou i = 1, 2, ... , n etant d'apres (25) des zeros pour les 
indices superieurs a A;„, on conclut qu’il existe une suite finie de 
nombres a^g ... assujettie aux conditions: 


i^i 


et 


^ anj =fn{x,') = f {Xi) pour i = 1,2,..., n 
I’n 

i]'|a«y| = l/«K I/I •(! + '«). 


0 pour j> kn, 


d*ou, en posant 

(27) CL„J : 

on obtient 

(28) y a.„j = zr^fiXi) pour I = 1,2 n 

pi ' 1 + Sn 

et 


( 29 ) 
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Admettons que la suite {£«} ait ete choisie de fa^on a avoir 

lim e« = 0. En vertu de (28) on a alors lim Z ^nj = f {Xi) pour 

/ = 1, 2, ... et nous allons montrer, sans alterer la suite double in- 
finie {cinj), que cette forme se laisse generaliser de Xi sur tout 

xCe:. 

Posons a ce but a: = {$/}. La suite d’elements de la forme 
Xn = {^z"} etant definie au debut comme dense dans E, il existe pour 

tout s > 0 unXi = {i/} tel que \x — _Xi\ < d’ou < 

< S ^nj (ij - ^/) + f ^r,j - f (Xi) + I / (Xi) -f(x)\ et comme 

j-=i 

— — on a pour « suffisam- 

y-l \y=i / 

ment grand T, ^nj ij — f {x) < 1 / 1 • £ + e + | / 1 • £ = (2 | / j + 1) • e et 
par consequent la forme generalisee 

(30) lim y cf.nj ij = f(x) pour tout x = {^y} C ^ • 

rZ->c« 

Enfin, nous allons montrer que 

(31) lim^|a„y| = |/|. 

/Z->oo 

En effet, si Ton pose 

(32) M = liin 

n->oo y^i 

on a selon (30), |/(a:) | < Af borne sup | £y | = Af - 1 a;1 , pour tout 

x(^Ey d'oii, I/I etant le plus petit nombre tel que |/(a:)| < 
"C \ f\'\x\ pour tout a; (31 on conclut que |/| >< Af, ce qui donne 
en vertu de (32) et (29) Tegalite (31). 

Recueillons a present les formules (27), (29), (30) et (31): 
nous voyons que le theor^me suivant se trouve etabli ^): 

^) Ce th6oreme est dd a M. S. M a z u r. 
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Toute fonctionnelle liniaire f (x) definie dans un espace vec- 
toriel separable E situi dans Vespace (m) est de la forme 

f{x) = lim 

y=i 

oil X — {^y} et {dnj) est un tableau de nombres reels satis faisant aux 
conditions: 

1° «/!/ = 0 pour j > kn oil {kn} est une suite de nombres naturels, 
2“ E\ «-nj I < I/I pour « = 1 , 2, ... , 

3« limf |a„y|=|/| 

n-->oo /—i 

§ 5. Suites fermees et completes dans les espaces (C), 

(c) et (/(^)). 

Nous allons appliquer a present les resultats qui precedent 
a plusieurs notions et problemes lies avec les proprietes des es- 
paces particuliers que nous venons de considerer. 

Une suite de functions {Xn(t)) ou Xn{t) C (O 0 < ^ < 1 
est dite fermie dans (C), lorsqu'il existe pour toute function x {t) (C) 

j^n j 

une suite de combinaisons lineaires | ^ a/") x/ (t) | tendant unifor- 
mement vers x (t). 

La suite {Xn(t)} s’appelle complite dans (C), lorsque, g (t) 

etant une function quelconque a variation bornee, les conditions 
1 

J Xn{t) dg ~0 pour tout /z = 1 , 2, ... entrainent Tegalite ^ (0) = ^ (t) — 

0 

= ^(1), excepte un ensemble au plus denombrable de valeurs de t. 

$ 

Une suite de fonctions {x„(t)) ou Xn(t) C (^<'0 et 0 < ^ < 1 
est dite /ermee dans lorsqu’il existe pour toute function 

x(t)(Z{L^'^)une suite de fonctions de la forme gn{t) = J!ai('^^Xi(t) 

/=! 

convergente en moyenne avec la r-ieme puissance vers x (t), 

1 

c. a d. telle que Urn f \x (t) — g„{t) |'' dt = 0. 

n ->i>o J 
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La suite {Xn{t)} s’appelle compUte dans lorsque, g {t) 

etant une fonction arbitraire qui est mesurable et bornee ou qui 

appartient a ou — -f-— == 1, suivant que r = 1 ou r> 1, les 
1 

conditions f Xn{t) g{t) dt = 0 pour w = 1, 2, ... entrainent presque par- 

0 

tout Tegalite g (t) = 0. 

Les deux notions interviennent dans la theorie des series 
orthogonales, 

11 est facile de voir que la condition necessaire et suffisante 
pour qu’une suite de fonctions soit fermee dans (C), resp. dans 
est qu’elle soit fondamentale (dans le sens defini au § 3, 
p. 58, de ce chapitre). De-meme, pour qu’elle soit complete, il 
faut et il suffit qu’elle soit totale (dans le sens defini ibidem). II 
suffit, en effet, de rappeler la forme generale des fonctionnelles 
lineaires dans (C), resp. etablie p. 61, resp. 64—65. 

Enfin, le tb. 7, p. 68, implique aussitot que pour qu'une suite 
de fonctions soit complete dans (C), resp. dans il faut et il 

suffit qu’elle y soit fermee. 

En procedant d’une fa^on analogue, on pent etablir les 
notions de suites fermees et de suites completes pour les espa- 
ces (c) et (/('^^). 

§ 6. Approximation des fonctions appartenant d (C) et 
par des combinaisons lineaires de fonctions. 

Aussi le th. 6, p. 58, est susceptible d’interpretation dans 
divers espaces normes particuliers. En voici deux exemples: 

1. Espace (C). Pour 'qvCil existe des polyndmes formes de 
termes de la suite {Xn(t)) oil Xn(t) (Z (C) et 0 < ^ < 1 qui appro- 
chent uniformement une fonction donnie x(t)(2 (C), il faut et il 

suffit que, g (t) it ant une fonction quelconque d variation bornee, 
1 

les conditions J Xn(t) dg = 0 pour « = 1, 2, ... entrainent Vigaliti 

0 

1 

Jx (t) dg = 0. 

0 
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2. Espaces Pour quHl exist e des combinaisons lineaires 

formees de termes de la suite {xn(t)) oil Xn(t) d et 0 < ^ 1 

qui approchent avec la r-Ume puissance en moyenne une fonction don- 
nee x (t) U faut et il suffit que, g (t) 6tant une fonction 

arbitraire, mesurable et bornee lorsque r — \ et appurtenant d 

ozi — + - - = 1 lorsque r>l, les conditions j g (t) Xn(t) dt — 0 pour 
^ ^ 0 

1 

= 1, 2, ... entratnent Vegaliti J g (t) x (t) dt = 0. 

0 

§ 7. Le probUme des moments, 

Passons aux applications du th. 5, p. 57. 

On a donne le nom du probleme des moments au probleme 
qui consiste a etablir des conditions pour 1 existence d’une fon- 
ction / satisfaisant a Pinfinite d’equations 

b 

(33) j/(f>^ dt = c/ oil / = 1,2, ... 

a 

pour une suite de functions {f/} et une suite de nombres {c,} don- 
nees d’avance. 

Nous donnons ici la solution de ce probleme dans deux cas 

particuliers d’espaces normes: elle s'obtient par Tinterpretation 

convenable du th. 5, p. 57, dans ces espaces. 

1. Espace (C), Soit Xi — Xi{t) ou une fonction 

continue. Toute fonetionnelle lineaire f {x) dans (C) etant (cf. 

1 

p. 61) de la forme / {x) = x(t) dg ou variation ^(0 = 1/1, on ob- 

0 0</<l 

tient du th. 5, p. 57, le theoreme ^): 

Pour qu’il exist e une fonction g (t) d la 

variation g if) ^ M 

0</<l - 

et satisfaisant aux equations 


Ce theoreme a trouv6 par F. R i e s z (cf. les travaux de F. 
R i e s z et de E. H e 1 1 y clt^s ici p. 56, note *)). 
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1 

J Xi(() dg = Cl pour / == 1, 2, , 


il faut et il suffit que Von alt pour toute suite fink h^. h ^, ... , hr de 
nombres riels 


ihici 


< M • max 

0«1 


j^hixi(t) 


II. Espace Pour r>l on parvient, en procedant 

d’une faQon analogue, au theoreme ^): 

Pour qu*il exist e une fonction a (t) oil 0 < ^ < 1 telle que 
1 

0 

et qui remplisse les equations 


1 

J Xi(t) a (t) dt = Cl oil Xi{t) C / = 1, 2, ... , 

il faut ’'et il suffit que Von ait pour toute suite finie h^, h^, 
de nombres reels 




< 


M' n\i hiXi{t)'^^dt. 


hk 


Pour r = 1, les fonctions Xi{t) sont inti gr able s et la fonction 
cherchie a (t) est bornie et telle que 


vrai max | a (^) | < Af . 

0</<l 


La condition nicessaire et suffisante est alors la suivante: 


2 


<M 


r * 

hi xi{t) 


dt. 


») Ce th6oreme est dd dgalement i F. R i e s z, 1. c. 
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§ 8. Conditions pour V existence des solutions de certains sy- 
stimes d'equations d une infinite d'inconnues. 

Considerons un autre probleme. 

Etant donnes un tableau et une suite {Ci} de nombres, 
nous aliens chercher d’etablir des conditions pour Texistence 
d'une suite de nombres {zi} satisfaisant a Tinfinite d’equations 

(34) ^ik Zk — Ci ou i — Ij 2) 

k^i 

Nous donnons ici, egalement a Taide du th. 5, p. 57, la so- 
lution de ce probleme dans deux cas particuliers d’espaces: 

III. Espace (c). Soient Xi — et 

(35) lim a-ik = 0 pour i = 1, 2, ... 

Toute fonctionnelle lineaire dans Tespace {c) etant de la forme 
f{x) = C lim 5/ + ^ Ci ii on x = {$,} et |/| = | Cj 1 Q | (cf. p. 66), 

I->oo 

le th. 5, p. 57, donne en vertu de (35) I’enonce suivant: 

Pour qu'il existe une suite de nombres {Zk) qui remplisse les 

Equations (34) en m^me temps que la condition ^ | | Af, il faut 

k—i 

et il suffit que I* on ait pour toute suite finie de nombres , hr 

Vinegaliti 

r r 

/hiCi < Af • borne sup \ hi o.ik 
ftl !<*<'- “fcl 

IV. Espace (1). Soient Xi = {^ik} et | a/^ 1 < pour i — i, 2, ... 

oo 

Toute fonctionnelle lineaire dans (/) etant de la forme / (a:) 5/ 

ou a : = {^/} et 1/1 = borne sup \ Zi\ (cf. p. 67), le th. 5, p. 57, 
donne immediatement Tenonce suivant; 



§ 8. Existence des solutions de certains systemes d’dquations. 77 

Pour qu*il existe une suite bornie {Zk} qui remplisse les equa- 
tions (34) en mime temps que la condition borne sup \Zk\ il 

l<A<oo 

faut et il suffit que Von ait pour toute suite finie de nombres riels 
h^, , hr Vigaliti 

r oo r 

hi CLik . 

i—l k—1 i—\ 
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Espaces du type (B). 

§ 1. Operations lineaires dans les espaces du type (B). 

Nous aliens etablir ici quelques theoremes generaux sur 
les espaces E du type (B) ^), dans lesquels leur propriete qu’ils 
sont non seulement normes, mais aussi complets, intervient d'une 
fa^on essentielle. 

Theorfeme 1. F (x) etant une opiration mesurable (B) et U (x) 
une opiration additive, difinies toutes les deux dans E et telles que 
I (-V) I \U (x)\ pour tout X (2 E, Voperation U (a:) est lineaire, 
Dimonstration, II existe en vertu du th. 4 de I’lntroduction 
p. 17, un ensemble H (^E I-e categoric tel que Toperation 
F (a:) est continue dans E — H. II existe par consequent pour 
Xq Cl E — H un r > 0 et un M> 0 tels que 

(1) I a: — ATo K A- entraine | ^/(a:) j <; | F(a:) |<; VW pour tout a; Cl ^ 

L’ensemble des points x(CE — H tels que | a: — aTq | ^ 

etant de Il-e categoric, il en est a plus forte raison de meme de 

/• 

Tensemble G de tons les points de la forme a:' + a; ou | a;' | < -^ , 
A:CI^-~^etlA: — II existe done dans G un element 

x' + Xi (C ou x^CL E — H, Comme | at^ — aTq | , on a 


voir la definition de ces espaces Chap. IV, p. 53. 
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I X' + — a;, |< r, d’oCi, selon (1), \U {x') |< | t/(Ac' + a;i) j + 1 t/(A:)< 

<< 2 Af. La norme de U (x) est par consequent bornee dans la 

sphere | a: | ^ , done, evidemment dans toute sphere. II en re- 

suite en vertu du th. 1 (Chap. IV, § 2), p. 54, que Toperation U (x) 
est continue. 

Th^oreme 2. Si, pour une operation additive U (x), lim Xn = x 

«->00 

entratne lim | U (Xn) \':^\U (x)\ pour tout x (2 E, Voperation U (x) 

n— >03 

est lineaire ^). 

Demonstration. L 'ensemble Gn de tons les x (2 ^ que 
I ^/(a:) I < /2 est pour tout w = 1, 2, ... ferme et comme E 

n=l 

un au moins des ensembles Gn contient une sphere dans laquelle 
la norme de U {x) est bornee, d’ou, comme dans le th. precedent, 
la continuite de I’operation U{x). 

Th^oreme 3. Si une suite d*operations lineaires {Un{x)) de- 
finies dans Vespace E est convergente dans un ensemble G qui est 
dense dans une sphire K et si la suite des normes {| ^/wl} est bornee, 
la suite des operations {Un{x)) est convergente dans Vespace E 
tout entier ^). 

Dimonstration. Etant donne un Xq 2 existe par hypo- 
these une suite {a:^} telle que a:^ C ^ POur n — \,2, ... et lim Xn = Xq. 

Or, on a pour trois nombres n, p Qi q quelconques: 

I U^x^) - Uq[x„) I < I U^Xa - a;„) I + I U^{Xn - a:„) | + 1 Up{x„) - Ug(x „)\ , 
done 

lim I Up{x^) — Uq{x^) I < 2M | a:, — a:„ | oil M=\\m\Up\, 

p-^oo 

^->oo 

1) Cf. S. B a n a c h. 1. c., Fund. Math, ifl (1922), p. 153, th. 3. 

*) Cf. S. B a n a c h et H. S t e i n h a u s, 1. c., Fund. Math. IX (1927), 

p. 53. 
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d’ou, comme lim | aJq ^ | = 0, on a lim [ Upix^) — Uq{XQ) | — 0, ce 

/|->oo p-^oo 

qui intiplique la convergence de la suite UniXo)- 

Etant donne a present un element arbitraire x(ZE x'o 
designant en particulier le centre de la sphere K, il existe un 
e > 0 tel que x'o + ^x (Z K, done que la suite Un(x'„ + e ■«) est 
convergente. La convergence de U„(x) en resulte en vertu de 
celle de l/„(x'^) et de On{x'^ + sa;). 

Theor&me 4. Etant donnie une suite {Un{x)) d' operations 
Unialres d&finies dans E, V ensemble H de tous les x(ZE pour les- 
quels llm | Un{x)\ < ~ est soit de I-e catigorie, soit identique h E^). 

/2->oo 

La demonstration resulte du th. 1 (Chap. Ill, § 1), p. 36, Vu 
que H est un ensemble lineaire et mesurable {B), 

Th^oreme 5. Etant donnee dans E une suite {Un{x)) d' ope- 
rations lineaires telles que lim | Un{x) | < oo pour tout xCi^, la 

«->OC 

suite des nor me s {1 L^/il} est bornie'^). 

Demonstration, En vertu du th. 11 de Tlntroduction, p. 19, il 
existe une sphere /C £ et un nombre N tels que Lon a 1 Un{x) \ < 
< N pour tout a: C ^ et /z = 1, 2, ... En designant par r le rayon 

2 N 

de la sphere K, on en tire facilement i 6/n | < — — pour tout az — 1, 2, ... 

Theorfeme 6. Etant donnee une suite {Xn} d' elements de E 
telle que Von a nmi/(Jc)|<oo pour toute fonctionnelle lineaire 

f{x) definie dans E, la suite des normes {|a:„|} est bornee. 

Demonstration. L'ensemble E de toutes les fonctionnelles 
lineaires definies dans E constitue, en y conservant la definition 
de la norme adoptee pour ces fonctionnelles, un espace du type 
{B). Definissons dans E une suite de fonctionnelles cn po- 
sant En(f) = f{Xn) pour tout f(Z^- L’hypothese ^Um \f (Xn) | < o® 


ibidem, p. 55. 
2) ibidem, p. 57. 
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entrame par consequent lim | Fn(f) | < oo pour tout f (Z F, En ver- 

n—^oo 

tu du th. 5, qui precede, il existe done un nombre N tel que 
I Fnif) I < - I/I pour tout n~ly2, ... D’autre part comme Xn CZ F, 

il existe pour tout /z = 1, 2, ... en vertu du th. 3 (Chap. IV, § 2), 

p. 55, une fonctionnelle lineaire fn(x) definie dans E et telle que 
Ton a \fn{Xn)\=^\Xn\ et I/;, 1 = 1. On a done \Xn\ \fn{Xn\ ^ 
— \Fn(fn) \ < A/^* |//z| = M quel que soit n, c. q. f. d. 

§ 2. Principe de condensation des singularites. 

Theoreme Etant donnee dans E une suite double d'ope- 
r at ions Uni air es {Upq{x)) telle s que 

(2) iim I Upq \ = oo pour tout /? = 1, 2, ... , 

^->oo 

il existe un ensemble G (Z E (independant de p) de Il-e catigorie 
dans E et tel que Von a pour tout x (Z G: 

(3) lim \ Up q(x)\ ~ oo pour tout p — \,2y ... , 

Demonstration, L’ensemlbe Hp de tous les elements xCE 
tels que lim | Upq{x)\ < oo ne peut coincider avec E, car en vertu 

q-^oo 

du th. 5, p. 80, rhypothese (2) se trouverait contredite. Il en 
resulte en vertu du th. 4, p. 80, que Hp, et par suite Tensemble 

H — Hp de tous les elements x (Z E pour lesquels la condition 

p=i 

(3) est en defaut, est de I-e categorie dans E, Il ne reste done 
qu'a poser G — E — H. 

Remarque. Les contredomaines Ep des suites {Upq} peiivent 
varier avec p = 1,2 , ... , tandis que pour tout p donne ils doivent 
evidemment etre supposes identiques pour toutes les valeurs de 

q, puisqu’on fait intervenir dans Tenonce du th. 7 la notion de 
convergence des suites {Upq(x)} avec q tendant vers oo. 


0 ibidem, p. 54, th. I. 

S. Banach. Th^orie des operations lineaires. 


6 
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Le th. 7 qui precede constitue, avec le th. 6 (Chap. I, § 4), 
p. 24, au point de vue fonctionnel ce qu’on appelle le principe 
de condensation des singularites. Nous allons I’expliquer sur des 
exemples 0* 

Soit tine suite orthogonale et normee de fonctions 

a carre sommable dans [0,1]. Etant donnee une function quel- 
conque a: (^) integrable dans [0,1], la serie 

1 

f X (s) ds 

A’-~l 0 


s’appelle le developpement de la fonctlon x (t) suivant la suite {^/?(0} 

1 

(pourvu, bien entendu, que les integrales gk(s) x (s) ds existent 

0 

pour tout ^ = 1, 2, ...). 

On a les theoremes suivants p. ex. dans les espaces (C) et (L)\ 
Dans (C). Etant donnee une suite {tp) de points de [0,1], 
V existence pour tout ^ 1, 2, ... d*une fonction continue Xp{t) dont 
le developpement dans le point tp est [divergent, resp, non borne, 
entratne V existence d’une fonction continue x {t) dont le developpe- 
ment est divergent, resp, non borne, dans tout point tp oil p ~ 2, 

La demonstration resulte du th. 7, p. 81, et du th. 6 (Chap. 
I, § 4), p. 24, si Ton pose 

Up„{x) = ^ gkitp) fgk{s) X ( 5 ) ds, 

k-1 0 

en regardant Upq{x) comme des fonctionnelles lineaires dans (C). 

Dans {L). Etant donnee une suite d'intervalles {[a^, p^]} situes 
sur [0,1], lexistence pour tout = 1, 2, ... d*une fonction integrable 
Xp{t) dont le developpement jouit de la propriete 



1 

n .. 

oil Sn(t) -I gkit) gk{t) Xpit) dt 
*=i d 


cf. ibidem, p. 56 — 61. 
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entraine V existence d'une fonction integrable x {t) dont le develop- 
pement jouit de la meme propriete dans tons les intervalles [a^, ^p\ 
a la fois. 

La demonstration resulte du th. 7, p. 81, en posant 

Upq{x) gk{t) X (0 dt pour < t < 

0 

et en regardant Upg(x) comme des operations lineaires definies 
dans Tespace des fonctions integrables dans [04] et dont les con- 
tredomaines sont situes respectivement dans les espaces des fon- 
ctions integrables dans [a^, 


Remarque, En particulier, si les points a coordonnees a^, 
forinent un ensemble dense dans le carre [0,1; 04], la pro- 
priete en question de a: (t) se presente dans tout intervalle [a, p] 
de [04]. 

En s’appuyant sur cette remarque, on pent demontrer pour 
les series de Fourier V existence d'une fonction Integrable x {t) 

telle qiie Von ait lim| j Sn{t) dt \ — dans tout intervalle 

n J 

[a, p] C [0,2;^]. 


§ 3. Espaces du type {B) compacts. 

Lemme. Etant donne un ensemble llnealre ferme G qul est 
un vrai soiis-ensemble d'un ensemble llnealre D E, ll exlste pour 
tout nombre s > 0 un x^iff D tel que Von a 

\Xq \ ~ 1 et \Xq~ x \ 1 — e pour tout x (ffG. 

Demonstration. Soient: x' (ff D — G., d \di distance de a:' a G 
et i\ un nombre positif arbitraire. II existe done un y Cl G tel 

que d ^\x' — y'\ <:, d + y]. Posons = p p— y . . Pour tout x(ZG 

\x y \ 

on a alors | aTq ~ a: | = —--1 , \ x' — y — \ x’ —y' \‘ x\ et comme 

\x y \ ' 
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les relations x(ZO et y' entrainent y + | - y 1 a: C 

on en obtient ] Xo — a: ] > ^ ^ ^ ^ 5 d’ou> en posant 

jrj ~ , il vient | Xo — a: | > 1 — e. 

1 — £ 

I j^r 

Evidemment, on a aussi | at^ | = i ~ ^ a:o Cl D, car 

.'CDetyCOCO. ' 

Theoreme 8. tout ensemble d' elements de E dont les nor- 
mes constituent un ensemble borni est compact^ il existe dans E 
une suite finie d* elements x^, X2, ... , Xr tels que tout x d ^ 
la forme 

( 4 ) X CL^X^ + 0-2X2 + ... + ^rXr, 

oil 0-2, 0-r sont des nombres (qui dependent de x). 

Demonstration. Soient: x^ un element arbitraire de E tel que 
|;Ci| = 1 et Xr^rh ou T > 1, un element arbitraire de E tel que 

(5) I Xr+i i = 1 et 1 a:,+i - a:,- | > | pour / = 1, 2, ... , r. 

Designons pour tout r > 1 par Gr Tensemble de tous les 
elements xd^ q'^i sont de la forme (4) et posons D = E. En 
supposant que le theoreme n’est pas vrai, on aurait done tou- 
jours Grd^ et Gr^ A d'ou, selon le lemme qui precede (avec 

G = Gr, e = 4 et a:o = ATr-f i), Texistence pour tout r naturel d’un 

u 

Xr +1 C ^ assujetti a (5), c. a d. d’une suite i n f i n i e {Xr} telle 
que I x, I = 1 et 1 - x, 1 > I pour p^q. 

Cette suite ne contiendrait par consequent aucune suite con- 
vergente; elle constituerait done un ensemble non compact, bien 
que I’ensemble correspondant des normes soit borne. On serait 
ainsi en contradiction avec I'hypothese du theoreme. 

§ 4 . Une propriety des espaces (c) et (/<'■>). 

Par I’application du th; 4 (Chap. I, § 3), p. 23, a la forme 
generale des fonctionnelles lin6aires d4finies dans ces espaces, 
on obtient les theoremes suivants: 
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Pour (/,<'■)) r > 1. 5/ a (/) ow 0 < ^ < 1 est une fonction 
mesurable et sHl exist e pour toute fonction x (t) (ff V integrate 


j x(t)o.{t)dt, alors^ \a,{t)Y-^ <<>^ pour r>\ et a (^) est 
0 6 
fonction bornee pour r = 1 1). 

Demonstration. Posons pour n naturels 


une 


[ n sign a 


pour \^{t) \ < /z 
{t) pour \cL{t)\> n. 


Nous avons alors \x {t) a. {t)\':^ \x (t) cLn(t) \ , done, comme 
lim ciLn{t) — a (t)f il vient 

1 1 

lim ( X (t) oLn(t) dt= f X (t) a (t) dt . 

J 

0 0 
1 

L'expression J x (t) an(t) dt etant pour tout /z = 1, 2, ... une 

0 

fonctionnelle lineaire dans (car a«(^) est une fonction bornee), 
1 

J x(t) a (t) dt est en vertu du th. 4, p. 23, egalement une fon- 
0 

ctionnelle lineaire. II existe par consequent, en vertu du the- 
oreine sur la forme generale des fonctionnelles lineaires dans les 

espaces ou r> 1 (voir p. 64), une fonction a (t) (2 i)) 

I _ 1 

telle que J x{t) aft) dt — J x (t) a (t) dt pour tout x ft) C En 

0 0 
posant done 

/A = I 1 0 < ^ 4 

\ 0 pour 4 < ^ < 1 , 

/o _ to 

on a J a (t) dt = J a (t) dt pour tout 0 < ^ d'ou presque par- 

0 0 
tout aft) — a ft). 


0 Pour r>l ce th^oreme est dd h. M. F. Riesz. 
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On precede d'une fa^on analogue pour r = 1. 

Pour (c). Si pour toute suite convergente x = {^/} la serie 
^ <Xi ii est convergente, on a | «/ 1 < oo . 

n 

Demonstration, etant pour tout /2 = 1,2, ... une fon- 

/-I 

n 

ctionnelle lineaire dans I’espace (c) et comme lim ^ 

/—I /—I 

on conclut du th. 4, p. 23, que2;^a/ 4/ est egalement une function- 
nelle lineaire. II existe par consequent un Af > 0 tel que 

y a,- i,: j M ■ II a: II = M ‘ borne sup | 1 

i~l I 1</' c:- 

En posant done 

* ( sign od/ pour i < n et a/ 0 

( 0 pour i > n oil a, — 0 , 

n 

on obtient ^ \ cli \ < Af pour tout /z — 1, 2, ... , d’ou E\^i\ 

/-I 

Pour (/('■)) oil r > 1. Si la serie 2! convergente pour 

i-i 

toute suite x — {^/} Cl (l^’'^)y alors 2J | a, 1''-^ < cvd pour r>l et la sui- 
te {a/} est bornee pour r = 1 1). 

La demonstration est analogue a celle du theoreme precedent. 

§ 5. Espaces du type (B) formes de fonctions mesurables. 
Nous allons nous arreter un peu sur quelques proprietes 
des espaces du type {B) assujettis a des conditions plus specia- 
les. Admettons a ce but que E soit Tespace des fonctions me- 
surables definies dans I’intervalle ferme [0,1] et telles qu’on ait 
pour tout Xn ~ Xn{t) d ou 0 < ^ < 1: 

1. lim ||a:«1| = 0 entraine lim as Xn{t) — 0; 

n->oo «->oo 

Ce dernier theoreme a etd trouvd par M. E. Landau (Ober einen 
Konvergenzsatz, Gdttinger Nachr. 1907, p. 25—27). 
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2. lim II a:,! II = 0 entraine ^existence dans E d'une suite par- 

tielle {Xrn{t)) et d'un x tels qiie Von ait | x„/it) | < j a: {t) | pour tout 
i = 1, 2, ... et pour presque tout 0 < ^ < 1 (| | designant ici la valeur 
absolue); 

3. lim as Xn{t) ^ x {t) entraine lim || Xn || > || a: || . 

Tels sont, en particulier, Les espaces (Af), (C) et envisages 

a plusieurs reprises (v. pages 10 — 12, 59 — 64 et 72 — 76); s’il s’agit 

de realiser la condition 2., on n’a qu’a definir pour ^^ || a:„/|| < oo 

la fonction x (t) par I'egalite a: (/) = ^ | Xr,^(t) | . 

/--i 

Theoreme 9. Soient E et E^ deux espaces du type {B) assu- 
jettis aiix conditions 1., 2. et 3. et K{s,t) une fonction defipie dans 
le carre [0,1; 0,1], Si V integrate 

1 

(6) « (s) = I K (s, t) X (t) dt 

(t 

existe pour tout x (ff_E et pour presque toute valeur de s et si 
u {s) (2 Ely elle est une operation lineaire ^). 

Demonstration, Posons 

(7) lim I Xn - - x I = 0 

et designons par {a:«} une suite quelconque extraite de {Xn}. En 
vertu de (7) et de la condition 2., il existe dans E une suite par- 
tielle {Xni — x} et un z (ff_E tels que Ton a pour tout i — 1, 2, ... 
presque partout j Xnft) — x (t)\ z (t), Evidemment lim as K {s, t ) . 

[Xnft) - X (0] = 0, et I a: (5, t) ■ (x„i - a:) I .< I A:(s, 0 1 ■ d)- De plus 
1 

I’integrale j K {Sy t) z it) dt existe dans un ensemble H de mesu- 

b 

•) Cf. S. B a n a c h, 1. c., Fund. Math. Ill (1922), p. 166, th. 2. 
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re 1, car z (2 E, On a done lim / K (5, t) — x (^)] = 0 et 

0 

1 1 

par consequent lim f K {s, t) Xni{t)dt ~ j K(s,t) x(t) dt pour s(2H. 

/->oo J J 

0 0 

1 

Or, toute suite extraite de =f K(s, t) Xn{t) dt} contenant 

0 

une suite partielle qui converge presque partout vers u {s), on a 
lim as ^^, 2 ( 5 ) = u ( 5 ), ce qui implique selon 3. et le th. 2, p. 79, que 

— ^oo 

Toperation (6) est lineaire. 

§ 6, Examples des operations lineaires dans qiielques espaces 
part ic alters du type {B). 

Nous donnons ici quelques applications du th. 9, qui vient 
d’etre etabli, aux espaces (Af), (C) et 

Espace (M), Si /C ( 5 , t) ou 0 < 5 < 1 et 0 < t < 1 est une 

1 

fonction mesurable et si pour tout s on a j \ K {s, t) \ dt < N < 00 , 

0 

I’expression 

1 

(8) U (x) =J 0 (0 dt 

0 

est une operation lineaire definie dans (M) et dont le contredo- 
maine est situe dans (M), 

Espace (C). Si la fonction K{Sy t) est continue pour 0 < 5 < 1 
et 0 < ^ < 1, Texpression (8) est une operation lineaire definie 
dans Tespace (C), son contredomaine etant aussi situe dans (C). 

Espace {L), Si K (s, t) est une fonction mesurable dans 

1 

le carre 0 < 5 < 1, 0 < 1 et telle que J C (s) ds< N < 00 ou 

0 

C ( 5 ) = vrai max I /C ( 5 , O L I’expression (8) est une operation li- 

0<K1 

neaire de domaine (L) et de contredomaine Cl (^)* 
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Espaces K {s, t) etant une fonction mesurable dans le 

carre 0 < 5 < 1, 0 < ^ < 1 et telle que pour tout couple de fon- 

ctions x{t)C_ et ^(s) C ou p > 2 et ? > 2, on a 

1 1 

(9) ^ ^\K{s,t)x{t)y{s)\dsdt<oo, 

0 0 

I’expression (8) est une operation lineaire definie dans {L^p^) et 
dont le contredomaine est situe dans 

En effet, etant donne un a; Cl quelconque, on a pour 

tout y c 


11 11 
j' t) x{t)y{s) dsdt = ^(s) j^J/C (s, t) x (t) rf/j ds , 

0 0 0 0 
1 

d’oii (cf. p. 85) j K (s, t) X (t) dt Q et par consequent, selon 

0 

(8), U (x) est une operation lineaire. 

Pour que la condition (9) se trouve verifiee, il suffit d'admet- 


1 1 r 

tre que j' J \ K (5, t) ds dt <oc>, o\x r est le plus petit des nom- 

b 0 

bres p et particulier, que la fonction K (5, t) et bornee, 

lorsque r = 1, et integrable, lorsque p ^ q = + co). 

On a, en effet, en vertu de Tinegalite de Riesz: 

jjK(s,t)x (0 (s) ds dt < j jj I K (s, t) ds dt j/| x ( 5 ) r rfs 

^ j\y (0 particulier, pour p — q = 2, la. condition (9) pent 

^ 1 1 

done etre remplacee par J l'\K{s,t)\^ dsdt < oo, ce qui implique 

0 0 

que Toperation (8) est lineaire dans et que son contredo- 

maine est egalement contenu dans 
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La meme remarque s’applique aux cas ou p — q ~ \ ei 

p = g = oo. 


§ 7. Quelques theoremes siir les methodes de sommatiori. 
Etant donne un tableau infini de nombres 


(A) 



^12> ••• 

, , a Hi. 

^21> 

^22J ••• 

, a^k- 

OiU 

ai2, ... 

• , aikj 


nous dirons qu’une suite de nombres a: = est sommable {vers 
A (^)) par la methode A (qui correspond au tableau (A)), lorsque 

chacune des series Ai{x) aik est convergente et la suite { A/(a:)} 

converge aussi (vers A ( a :)). 

La methode A est dite permanente, lorsque toute suite con- 
vergente est sommable par cette methode vers sa limite. Elle 
s’appelle reversible, lorsqu’a toute suite convergente {t]/} vient 
correspondre exactement une suite x (convergente ou non) telle 
que Ai{x) = yj, pour i — 1, 2, ... Nous dirons qu’une methode B (qui 
correspond au tableau (B) = n’est pas plus faible de A, 

lorsque toute suite sommable par la methode A Test aussi par 
la methode B. 

Enfin, une methode A porte le nom de methode parfaite, 
lorsqu’elle est a la fois permanente, reversible et telle que les 
conditions 

( 10 ) A’ I a/ 1 < oo et ^ oLi Qik = 0 pour /j = 1 , 2, ... 
entrainent 

(11) = 0 pour tout i = 1, 2, ... 

Th^oreme 10. Pour qu*une methode A soit permanente, il 
faut et il sufflt que les conditions suivantes soient r empties simul- 
taniment: 
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V ^ I aik I < pour tout / == 1, 2, ... 

k^\ 

2“ lim a, A = 0 pour tout A = 1, 2, ... 

/->oo 

lim ^Uik == 1 ^). 

Demonstration, N e c e s s i t e. La convergence de la serie 
^ Uik pour toute suite convergente x — {^*} et pour tout / = 0, 1 , 2, ... 

k^\ 

entrame (cf. p. 86, pour (c)) la convergence absolue de la serie 
^aik. Les fonctionnelles Ai(x), definies dans I’espace (c), sont 

A?--l 

par consequent lineaires et comme elles torment une suite con- 
vergente, on en conclut d’apres le th. 5, p. 80, que la condition 
est remplie. 

Soient d’autre part: ^9 = 1 pour i = 1, 2, ... , = 0 pour i^n 

et 5” = 1 pour tout « = 1, 2, ... Posons Xn = {i-} pour = 1, 2, ... 

On a et Ai{Xn)=-ain pour i et n naturels, done 

k=\ 

^ = 1 et i4 {Xn) = 0 pour az > 0, de sorte que les conditions 

2^’ et 3® sont egalement remplies. 

Suffisance des trois conditions resulte du th. 3, p. 79, 
et du fait que la suite {Xn} definie tout a I’heure est dans Pespace 
(c) fondamentale, 

Lemme 1. Soient A une methode permanente et = {rfj} une 
suite convergente. Si pour toute suite de nombres {a,} les conditions 

(10) entrainent Vegalite ^ ^ 0, il existe pour tout nombre s > 0 

une suite convergente x telle que ton a 

(12) I Aix) - I < e pour tout i = 1, 2, ... 


■) Ce theorems est dfl a 0. T oe p I i t z. (Ober allgemeine lineare Mit- 
telbildungen, Prace M?t. Fiz. XXII, Varsovie (1911), p. 113—119). 
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Demonstration, Designons par G Tensemble de toutes les 
suites convergentes {y]/} auxquelles correspondent des suites 
convergentes x telles que v]/ = Ai{x) pour i = 1,2, ... Considere 
dans I’espace (c), Tensemble G ainsi defini constitue evideinment 
un espace vectoriel. Si yo n’est pas un point d’accumulation de 
G, il existe en vertu du lemme (Chap. IV, § 3), p. 57, une fon- 
ctionnelle lineaire F (y) definie dans (c) et telle que Ton a F (y^) = 1 
et = 0 pour tout y d G. Vu la forme generate des fonction- 
nelles lineaires dans I’espace (c) (cf. Chap. IV § 4, p. 66), il existe 

done une suite de nombres {a,} telle que la serie ^ cli est absolu- 

i=] 

ment convergente et que: 

(13) Va/7], + a lim vj/ = 0 pour {rii) Q G , 


(14) 


^ a, ri« + a lim v)? = 1 . 


La methode A etant permanente, on a d’apres (13) 

(15) ^ (ti Ai(x) -\-cL\\mik = 0 pour tout x = {ik} C (^) 

et le th. 10 qui precede entraine Texistence d’un M satisfaisant a la 
condition 1^ de son enonce. On a par consequent d -Si 1 * I | | | < 

/ =1 k—\ 

< d’ou 


(16) 


^ a.i Ai(x) = Uik ^ 


En posant pour un k nature! fixe 5 a = 1 et 5« = 0 pour 
n^k, on conclut de (15) que 


( 17 ) 


— 0 pour k = 1, 2, ... 


En posant ensuite 5 a = 1 pour /f = 1, 2, ... , on tire de (15), 
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(16) et (17) que a/ = 0, d’ou, en vertu de (14), que = 1, ce 

qui est, en raison de (17), en contradiction avec I’hypothese. 

Lemme 2. Si la mithode A est permanente^ et les conditions 
(10) entrainent la condition (11), il existe pour toute suite conver- 
gente {tj?} et pour tout nombre e > 0 une suite convergente x satis- 
faisant a la condition (12). 

La demonstration est immediate en vertu du lemme 1, qui 
precede. 

Lemme 3. x^ = {4^} etant une suite bornee, sommable par 
une methode permanente A, il existe pour tout e > 0 une suite con- 
vergente X telle que 

(18) I Ai{x) — Ai{x^) I < e pour tout i = 1, 2, ... 
Demonstration. Posons 

(19) ^ Aiix^) pour i = 1, 2 , ... 

et designons par {«/} une suite quelconque assujettie aux condi- 
tions (10), p. 90. 

On, a selon (19) 

(20) ^ a,- TjJ a,- /1 ,(a:o) 

i=\ 

et, A etant une methode permanente, il existe d'apres le tti. 10, 
p. 90, un nombre M satisfaisant a 1®, d’ou E I]* I I • j | • | | < 

/—I kr^\ 

< M • a/1 • borne sup et selon (20) cUk, 

i~\ l<^k<oo i=.] /~l 

done, selon (10), E = 0. Ceci etabli, la these du lemme a de- 

i~i 

montrer resulte immediatement du lemme 1. 

Lemme 4. Soit Xq une suite sommable par une mithode A 
permanente et reversible. Si, quel que soit s > 0, il existe une suite 
X satisfaisant a la condition (18), la suite Xq est sommable vers le 
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meme nombre par toute methode B permanente et pas plus faible 
de A. 


Demonstration. La reversibilite de A entrame (voir Chap. 
Ill, § 6, th. 10> p. 47, et remarque p. 50) Texistence d’lme suite 
{a,} et d'un tableau {?/*} ayant les proprietes suivantes: 

(21) ^ I [iik I < pour A = 1, 2, ... , 

/ 

(22) si Von pose pour line suite convergente y — {ry } : 

= fk{y) ^ ^ r^i + a* lim t),- on = 1, 2, ... , 

/_] 


on a 

'y, aik ik ^ pour i ^ 1 , 2 , ... 

k .] 

Les fonctionnelles fk{y) ainsi definies dans I’espace (c) sont 
lineaires. Pour toute suite convergente y la suite correspondante 
X — {^ a } etant par hypothese sommable par la methode perma- 
nente B, chacune des series ^ ^, 7 ; est convergente et la suite de 

leurs sommes {^(a:)} Test egalement. 

Posons pour tout y (^:): 

Fiiy) = ^ I’ll- fk{y) pour i = 1 , 2, ... et F(y) = lim Fi (y). 

k^l 

Ainsi definies, les fonctionnelles Di(y) sont lineaires; en vertu 
du th. 4 (Chap. I §, 3), p. 23, il en est done de meme de la fon- 
ctionnelle F {y). 

Ceci etabli, soient, conformement a Thypothese, aTq la suite 
donnee et a: une suite convergente satisfaisant a (18). En posant 

% = {A.ix^)} et y = {A^x)), on a % C W. y C W et \\y - y„ Il < e, 
done 


(23) \B{x)-D (x„) ! = i (j/) - f [y,) |< I F! • s 

et, comme A{x) = B (x), il vient | A (x„) — B {x^) \ < | A (a:o) — 
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— A{x)\-{-\B{x) — B (Xq) I, d’ou, selon (18) et (23), | A (x^) — B (x^) \ < 
< I Fi • s + s, ce qui entraine Tegalite A (aTq) = B (at^), q. f. d. 

Les lemmes 3 et 4 donnent le 

Theoreme 11. Si la methode permanente B n'est pas plus 
faible que La mUhode permanente et reversible A, toute suite bornie 
sommable par A est aussi sommable par B vers le meme nombre ^). 

D’autre part les lemmes 2 et 4 donnent le 

Theoreme 12. Si A est une methode parfaite et B line me- 
thode permanente pas plus faible de K, toute suite sommable par A 
est aussi sommable par B vers le meme nombre^). 


9 Pour une classe sp6ciale de mdthodes reversibles, a savoir des me- 
thodes ainsi dites nortnales^ ce theoreme a dte trouve par M. S. Mazur (1. c., 
Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 599—611, Satz VII). 

^) Pour les methodes normales ch S. Mazur, Ober eine Anwendiing der 
Theorie der Operationen bei der Untersuchung der Toeplitzschen Limitieningsver- 
fahren. Stud. Math. II (1930), p. 40—50. 
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Operations totalement continues et associees. 

§ 1, Operations totalement continues, 

Une operation lineaire U {x) s’appelle totalement continue, si 
elle transforme tout ensemble borne en ensemble compact. 

Exemple, Si, pour i — 1, 2, ... , n, Xi designent des fonction- 

n 

nelles lineaires et Xi des elements, Toperation U (a:) Xi (x) • a: 

i—\ 

est totalement continue. 

Theoreme 1. Le contredomaine de toute operation totalement 
continue est separable. 

Demonstration. L’ensemble On de tous les U {x) ou |a:|</z 
etant compact, done separable il en est de meme de Tensemble 

]^Gn, qui est le contredomaine de Toperation U. 

n—l 

Theoreme 2. Etant donnee une suite {Un{x)) d' operations 
lineaires totalement continues, toute operation lineaire U (x) telle 
que \\m\Un — U\ = 0 est aussi totalement continue. 

/ I ->00 

Demonstration. Soient {at/} une suite bornee et {ac/} une suite 
extraite de {xi) par la methode de la diagonale de fagon que 
lim Un{Xi) existe pour tout n naturel. On a en consequence pour 

/■ >oo 

n = 1, 2, ... :\U(Xp)-U (Xg) \ < | U{Xp) -U„(xp) \ + \ U„(Xp)_-Un{^)\ + 
+ I U„(Xg) - UiXg) I , done I U{Xp) -U(Xg)\<\ U-Un I ■ (I ATp I + I Xg\) + 


0 cf. p. ex. F. H a u 8 d o r f f, 1. c., p. 126. 
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+ j U„{Xp) - Un(Xcf) 1 , d’ou evidemment lim | U {Xp) — U ixq) \ — 0. 

Ainsi la suite {U (a;,)} est convergente, ce qui implique la continuite 
totale de I’operation U (.^). 

§ 2. Exemples des operations totalement continues dans quelques 
e spaces particii tiers. 

Si K{s, t) est une fonctioii continue pour 0 < 5 < 1 et 0 < t < 
la fonction (de la variable s) 

( 1 ) ii {s) ^ ^ K {s, t) X {t) dt 

0 

est continue, quelle que soit la fonction integrable x {t). Regardee 
comme operation definie dans un des espaces 

(2) (yW), (C), (I) et oil r>l, 

et dont le contredomaine est situe dans un quelconque de ces 
espaces, I'operation (1) est totalement continue. 

La demonstration s’appuie sur le theoreme suivant de Arzela: 
Pour qu'iine suite de fonctions continues {w«(6')} renferme une 
suite partielle uniformement continue, il stiff it qu’il exist e pour tout 
nombre e > 0 un nombre ■/] > 0 tel que Vinegalite | •?! — ^2 i < entraine 
Vinegalite | — W/,(52)| < £ pour tout /z = 1, 2, ... . 

Admettons en effet que jj || v- 1 et que Ton ait pour 

1 

0 < 5 < 1 et « == 1, 2, ... : Un{s) / K{s, t)Xn{t)dt. La continuite de 

(> 

K{s, t) implique Texistence pour tout e > 0 d’un v] > 0 tel que I’inega- 

lite I — 52 i < '1^ entraine j K{s^y t) — Kis^^ 01 C ^ pour 0 < ^ < 1. 

1 

Par consequent | Un(s^) — Un(S2) 1 < | / {K t)~ K (53, 0 ] I < 

0 

1 1 

< s • y I Xn{t) I dt, ce qui donne, en raison de I’inegalite J j Xn{t) | dt < 

6 0 

< II II , facilement verifiable dans les espaces (2), j zzn(5i) — 
-UrisM <e, de sorte qu'en vertu du theoreme de Arzela on 

S. Banach. Th^orie des operations Iin6aire8. 


7 



98 


Chapitre VI. Operations totalement continues et associees. 


peut extraire de une suite uniformemerit convergente. 

Or, toute suite de fonctions uniformement convergente etant dans 
les espaces (2) convergente en meme temps suivant la norme 
(qui y a ete adoptee), il est demontre que Toperation (1) y est 
totalement continue. 

On a, en particulier, les theoremes suivants: 

Espace (C). Pour que V operation (1) soit totalement continue 
dans (C), il suffit d'admettre que Von a pour tout s^: 

1 

(3) lim f I K{s,, t) - K(s, t)\dt = 0. 

0 

En effet, pour tout s > 0 on deduit facilement de (3) Texis- 

1 

tence d’un ■^ > 0 tel que | s, - Sj j < entraine f\ K («„ t) - 

0 

— K(S 2 f t)\ dt < e, ce qui implique, comme auparavant, la conti- 
nuite totale de Toperation (1) dans (C). 

La condition (3) sera remplie p. ex,, lorsque K (5, t) est une 
fonction bornee et telle que Ton a lim K {s, t) = K (5o» 0 Pom tout 

S-^So 

Sq et pour presque tout t. 

Notons enfin que Toperation 

s 

V (s) =j f<(s, t) X (0 dt 

0 

est aussi totalement continue dans (C), si la condition (3) est 
remplie. 

Espaces fonction mesurable pour 0 < 5 < 1 

et 0 < t <: A et r designant Vinferieur des nombres p et - oil 
p > \ et q>\, si Von a 



§ 3. Operations conjuguees (associees). 


99 


V operation (1) est totalement continue dans et son contredomaine 
est situi dans 

En effet, {Kn{s, 0} etant une suite de fonctions continues, soit 


(5) lim f f 1 Knis, t)-K (5, t) ds dt - 0. 

0 0 

1 

L’operation j; = Un{x) = j Kn{s, t) x (t) dt 6tant totalement con- 
0 ^ ^ 

tinue pour x (2 (/.*'’’) et j; C! on a |1 Un(x) — U (x) j \J (Kn — 


ds < j j'ds j J I Kn - KY-^ dt^' ' ’j • |/l (0 ^ 


-K)x{t)dt 

Or, comme r < /?, on 


f et 


comme 


Q — V r 


X {t) \P dt 


on a \\Un{x)-U{x)\\ < 


< 


\^jj\Kn-K\^Utds\ 


done 


[//I'f-- 

Lo 0 


J— y-' 

- K\'-'' dtds\', d’ou, selon (5), lim 1| Un - U\\ = 0, ce qui implique 

J n->oo 

en vertu du th. 2, p. 96, la continuite totale de U, c. a d. de Tope- 
ration (1), ou u(s) = U (x) C 


Remarque, En particulier, pour ^ = ^ == 2 la condition 

11 

j' J K\s^ t) ds dt < -\- cs:^ entraine done la continuite totale de Tope- 
ration (1) pour X C et u {s) C 


§ 3. Operations conjuguees {assoc ides), 

Soient, comme d’habitude, E et deux espaces du type {B) 
ei y ^ U {x) une operation lineaire definie dans E et dojnt le contre- 
dommne est contenu dans Ej. 

Convenons de designer par XetY des fonctionnelles lineaires 
definies respectivement dans E et E^, 
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Considerons I’expression Y[U{xy\ ou Y est une fonctionnelle 
quelconque definie dans E^. Cette expression pent etre regardee 
evidemment comme une fonctionnelle definie dans E. Posons 
notamment 

(6) X{x)=^Y[U{x)l 

Ainsi definie, la fonctionnelle X est additive et continue, car 
on a X{x)\ ; | Y [U (x)\\ : \ Y\-\U\ - jA:|, d’ou 

(7) IKI-I^j. 

Or, la relation (6) entre A" et K constitue une nouvelle 
operation 

X^U\Y\ 

dont le domaine est I’espace E^ des fonctionnelles lineaires definies 
dans E et dont le contredomaine est situe dans I’espace E de celles 
definies dans E. 

L’operation 0 {Y) s’appelle associeeh U{x) (ou conjuguee avec 
U (x)). En vertu de (7), elle est additive et continue. 

Theoreme 3. 0(Y) etant une operation associee a V operation 

liniaire U {x)^ on a \ U\ = \U\. 

Demonstration, On a d’une part pour tout x(^E:\Y [U (x)] ] < 
< I Kj i jx|, d’ou \U(Y)\ = \ Y{U) \ < \Y\-\U\ et par conse- 
quent 

( 8 ) 

D’autre part, etant donne un Xo C ^ arbitraire, il existe en 
vertu du th. 3 (Chap. IV, §2), p. 55, une fonctionnelle lineaire Yq 
definie dans E^ et telle que Ton a | Ko I = 1 et | Ko (^o)] 1 = 1^ (-^o) I, 
done |0^(-Vo^i = | }^[^(^o)]|<|E^l-i d’ou 

I ] < I ^1 !*^ol et par consequent 

( 9 ) \U\<\U\. 

Les inegalites (8) et (9) donnent Pegalite, q. f. d. 

Theoreme 4. Si Vopiration liniaire U{x) est totalement con- 
tinue, il en est de meme de V operation associee U ( Y): en d’autres 
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termes, si | Yn\<M, il existe une suite {K„.} et une fonctionnelle 
X telles que 

(10) lim| U(Vn,)-X\=0. 

i >«:> 

Demonstration, Le contredomaine G(^E^ de roperation U {x) 
contenant en vertu du th. 1, p. 96, un ensemble denombrable 
dense, on peut selon le th. 3 (Chap. V, § 1), p. 79, extraire de 
la suite des fonctionnelles { K,;j ou \ V,i\ < M une suite partielle 
{Vni} convergente pour tout y CZ G, Posons done lim VnilP (•^)J ~ 

= lim Xn^ix) ^ X (x) et soit X/ un element de E tel que Ton ait 
/■— 

(11) lx,i = l et 

Or, si le theoreme n’etait pas vrai, c. a d. s’il existait un 
nombre 7j>0 tel que \ X—Xn.\'>y\ pour tout 1,2, , on aurait 
d’apres (11), en posant pour abreger K/ — K///. 

(12) i Yl [U (a:,)J - lim Y/ [U (a;,)] i } 

et (eomme |a:/| = 1) il existerait une suite d’indices {ki} telle que 
l\jnU(XftD=yQ. On trouverait done, quel que soit e > 0, un A 

naturel tel que Ton ait pour tout i > NIqs inegalites \y„ — U (X/;,.) | < e 
et I Y'i,Xy„) - lim Y'M | < e, d’ou | K'*, [t/(x«,)] -- lim Y',j [U(x ,.)]\ < 

y->oo •' ix'oo 

<\Y',.[U(x,^~y„\\ + \ r*,(yo)-lim K'* (y„)l + llim K'*.[t/(x,,.)-j„ll < 

y->oo y-yoo 

< s + £ + yW e, ce qui est impossible en vertu de (12), le 
nombre £ etant aussi petit que Ton veut. 

§ 4. Applications. Exemples des operations conjuguees dans 
quelques espaces particiiliers, 

Espace (C). Si K{s, t) est une fonction continue pour 0 < s < 1 
et 0 < ^ < 1, I’expression ^ 

U{x) =J/C(s, t) X it) dt 


est une operation continue. 
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Soit Y (y) oil y Cl (C) une fonctionnelle lineaire quelconque, 

Comme definie dans (C), elle est done (cf. Chap. IV, § 4, p. 61) 
1 

de la forme K (y) — fy{t)d Y{t)y ou V(t) est une fonction a varia- 

0 

tion bornee. La fonctionnelle X (x) = Y [U (a;)] est egalement 
lineaire dans (C), done encore de la forme 

1 

(13) X(x)=jxit)dX(t), 

0 

OU X(t) est aussi une fonction a variation bornee (et nous pou- 

vons admettre que X (0) = 0). En posant par consequent 

1 

( 14 ) y(s) = U (X) = |V (s, t) X it) dt, 

0 

on a pour toute fonction x (t) C (Q* 

1 1 

(15) jx(s)dX(s)= ^y{s)d Y {s). 

<) 0 


Considerons la fonction 


Xv.ni^) 


1 pour 0 < 5 < x' 

0 pour V + < 5 < 1 


et qui soit lineaire pour x/ < 5 < . Par substitution de .tx,,„(5) 

1 

au lieu de a : ( 5 ) dans (14) et (15) on obtient J Xv,n(s) dX(s) = 

0 

=J fK{s,t) Xv. n{t) dt\dY (s) =Jxv.nit)\jK (S, t)dY (s)l dt^), d’oii, 

0 0 J 0 1-0 -i 


en vertu du th6or6me suivant sur la „commutativit6 de Tint^gratlon 
pour les int^grales multiples de Stieltjes d*une fonction continue: 
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par le passage a la limite avec n on a pour s = 0,1 et pour 

tout point s ou la fonction X (s) est continue, done dans tout point 
de [0, 1], sauf tout au plus une infinite denombrable de points, 


(16) 


X(s) 


s 1 

=/[]■ 


K{s, t)dY{s) 


dt: 


or, la valeur de Tintegrale de Stieltjes (13) restant la meme, 
lorsqu’on modifie la valeur de la fonction X (t) dans une infinite 
denombrable de points (excepte 0 et 1), on pent admettre que la 
fonction X (s) est definie par la formule (16) dans [0, 1] tout 
entier, done qu’elle est continue pour 0 < 5 <; 1. 

L’expression (16) peut etre consideree par consequent com- 
me representation de Toperation associee if (Y) = X. II faut 

Tentendre dans ce sens que, Y (s) etant une fonction a variation 

1 

bornee qui represente la fonctionnelle lineaire J y (s) d Y (s), la 

0 

fonction correspondante X (s) a variation bornee represente la 
1 

fonctionnelle lineaire x (t) d X (t). 

0 


Btant donnee une fonction F {s^t) continue dans le carre /C = [0, 1; 0,1] et 

deux fonctivns g{t) et h {t) i\ variation bornee dans (0, 1], on a j j' f (5, t) dg {s) dh (t) == 

k 

1 ,- 1 


1-1 -j 

=^J f P(s, t) dg (i) d A (t) = J Jf (s, t) 

0 »-o J 0 -0 


dh{t) 


dh is). 


La premiere de ces trois int^grales (I’integrale double) est a entendre 
comme la limite des sommes de la forme 


n m 

1 1^-' << (*/+, ) - e (s,)l [ft (^y+i ) - h «,.)) 

,~1 ^ 

(ou 0=:5'o<5i<...<^/<...<^m-fi = l- et 0 =^ 0 <^<.-<^y = 

les points sf C [-S/. ^^^.i 1 et tj' C [fy. fy^.] 1 etant arbitraires), lorsque la longueur 
des plus grands des segments et [fy, fy_|.]] tend vers 0. 

La demonstration du thdoreme en question coincide avec celle du thdo- 
r^me analogue pour les integralea de R i e m a n n . 
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Pour Toperation lineaire 

1 

U {x) = X {s) — ^ K ( 5 , t) X {t) dt 

0 

(avec la meme fonction K{s,t)) on a 

/ 1 

u ( Y) y (t) -Jdt l'/< (5, t)dy(s)^x (t). 

0 0 

Espaces Si K(Syt) est une fonction mesiirable pour 

0 ' s < 1 et 0 C t ; 1 et si I'oii a 

1 1 

(17) ^ 

(t 0 

pour tout couple x{t) C et Y {s) (2 ^0 ou p >l et q > 1, 

i’operation 

1 

U {x) ^ y (5) I AT (s, t) X {t) dt 

0 

est lineaire pour x et 3 ; 

La fonctionnelle lineaire Y dans I’espace est de la forme 

1 

Y(y) = ijY{s)y{s)ds, 

0 


OU Y (s) est une fonction appartenant a et on a 

11 11 

Y (y) = I'y(s) ds JW (s, t) X {t) di ==j' x (() dt ■ j /( (s, t) Y (s) ds , 


En posant 

1 

(18) X{t)=:ljK(.s,t)Y{s)ds, 

0 


1 1 
Jk(s) j; ( 5 ) ds =j ^(0 X (0 dt. 

0 0 


on a 
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L’expression (18) peut etre consideree comine representation 
de Toperation associee U (Y) — X, 

Dans le cas particulier oii p ^ > 1, I’operation associee 

a Toperation lineaire ^ 

U (x) ^ x{s)—^K (S, t) X (0 clt 

U 

est de la forme 

1 

U(Y) V(t)- j K(.s,t) Y(s)ds. 

Espace {L). Les considerations qui precedent s’appliquent 
egalernent a I’espace (L). Si I’on a la formule (17) pour x (/>) 
et K C I’expression 

1 

U{x)=j'K(s, t)x(t) dt 

0 

est une operation lineaire pour x(Z_{L) et 3 / C 

L’operation associee est de la forme 

1 

X=U{Y)=^K{s,t)Y{s)ds 

** 1 

OU V{s)CZ{M) represente la fonctionnelle VmesiiTe j V (s) y (s) ds 

6 

pour y (s) C (^). tandis que X (t) C W represente la fonctionnelle 
1 

lineaire j'X (t) x (t) dt pour x (OC (^)- 

0 

Pour un couple correspondant Xy K et a:,j/ on a 
1 1 

j X(t)x (t) dt = J Y {$) y (s) ds . 

0 0 



CHAPITRE VII. 


Suites biorthogonales. 

§ 1. Definition et proprietds generates, 

Une suite d’elements {x,} et de fonctionnelles lineaires {/,} 
s’appelle biortho gonale,, lorsque 


( 1 ) 


[ 0 pour 


Etant donne un x CZ £ arbitraire, la serie 


( 2 ) 

i--^A 

porte le nom du dive lop pement de x suivant la suite blorthogo- 
nale { j :,}, {/,}. 

Dans le cas ou la suite {//} constitue un ensemble total de 
fonctionnelles (cf. Chap. III,*§ 3, p. 42) et la serie (2) est pour 
un X convergente, x est la somme de cette serie; en effet, on a 
alors pour tout j — 1, 2, ... 

fl^x Xi fi(x)^ = fjix) - fj(x) = 0 . 


Th^oreme 1. Si la serie (2) est convergente pour tout x(2,E^ 
la sirie 


^Mx)F(xi) 
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est aussi convergente pour tout x(2E, quelle que soil la fonctiori’ 
nelle lineaire F, 

Dimonst ration, En posant 

(3) S„^^frF(Xi), 
on a S„(x) fi{x) ■ F (x,) = f\j] x,- 

1=1 |i=i 

vergence de la suite pour tout x est evidente. 

Theoreme 2. Si les normes des sommes partielles (3) de la 

serie 

(4) ^fiF(xi) 

sont bornees dans leur ensemble, quelle que soit la fonctionnelle li- 
neaire F, la serie (2) est convergente pour tout x qui est la 
limite d'ane suite quelconque de combinaisons Uneaires formees de 
termes de la suite {x/}. 

Demonstration, En posant 


fi{x) , de sorte que la con- 


n 

(5) 5„(x) Xi f.ix) , 

/--I 

n 

on a //(^c) = 5«(^) (voir (3)) et, comme par hy- 

pothese | Sn | < M ou M est un nombre independant de on a 
pour tout X CZ E en vertu du th. 6 (Chap. V, § 1), p. 80: 
lim I 5«(a:) I < csj. Ilexiste done en vertu du th.5 (Chap. V, § l),p.80, 

rt->c>o 

un nombre N, independant de n et de a:, tel que l5n(A:)| < A^|a:|. 
Or, comme pour tout /•= 1, 2, ... on a lim Sn{Xi) ~ a:,, on eta- 

n->e>o 

blit par un raisonnement banal Texistence de lim Sn(x) pour tout 
element x (Z E qui satisfait a la condition de I’enonce. 

Th^or^me 3. Si les normes des sommes partielles (5) de la 
sdrie (2) sont borndes dans leur ensemble, quel que soit x (Z2 E, la 
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serie (4) est convergente pour toute fonctionnelle F qiii est la li- 
mite d'une suite quelconque de combinaisons Uneaires formees de 
termes de la suite. {//}. 

La demonstration est analogue a celle du th. 2, qui precede. 

Theoreme 4. Dans les memes hypotheses, si en outre {a:/} 
est une suite fondamentale, la serie (2) est convergente pour tout 

Demonstration. On a, selon (5), lim 1 | < ^ pour tout 

/; ->0.^ 

X (2 E et, de plus, lim s,i(x) — x,- pour tout / = 1, 2, ... La conver- 

gence de la serie (2) pour tout x (2 F en resulte en vertu des 
th. 5 et 3 (Chap. V, § 1), p. 80 et 79. 

§ 2. Suites biorthogonales dans quelques espaces particuliers. 
Envisageons h present comment se cornportent les suites 
biorthogonales dans les espaces qui nous interessent plus par- 
ticulierement. 

Posons 

( 6 ) 

0 

Admettons de plus que {Xi{t)) soit une suite de functions 

( ) 

dans ou /? > 1 et en soit une dans (Z, enfin que 

ces suites y soient completes (ou fermees). 

Theoreme 5. Dans ces hypotheses, si la serie 

(y-iO X (t) dt 

est convergente en moyenne avec la p-Ume puissance, quelle que soit 
la fonction x(t) (2 Id serie 

oo ^ 




j 1 pour i j 


pour i 


( 7 ) 
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est convergente en moyenne avec la 

fonction y {t) 

Demonstration, Soit 
1 


‘ieme puissance pour toiite 


fi{x) 


= I yi{t) X 


{t) dt pour X (t) CZ 


La serie Xifi{x) est done par hypothese pour tout x 

/- 1 

convergente en moyenne (c. a d. selon la norme) avec la 
/7-ieme puissance. En vertu du th. 3, p. 107, la serie ^ fr F {Xi) = 

i~\ 

/• ( ) 

I -^/(O y (0 dt ou y (t) a est par consequent avec 


la 


p-\ 


-ieme puissance convergente selon la norme (c. a d. en 


moyenne) pour toute fonctionnelle lineaire F definie dans I’espace 
il en est done de meme de la serie (7) pour toute fonction 

c. q. f. d. 

En particulier, lorsque Xi{t) ^ yi{t) ou r est le plus 

grand des nombres p et - ^ y, le theoreme qui vient d’etre eta- 

bli entraine le corollaire suivant. 

Si la serie 


(8) 


^^,(0 (xit)x{t)dt 

/—I d 


est pour tout x convergente en moyenne avec la p-ieme puissance, 


(A) 


') avec la 


p~l 


-ieme puis- 


elle Vest egalement pour tout x(Z{L 
sance. 

On peut y admettre p. ex. que Xi ou i — 1, 2, ... sont des 
fonctions bornees. 

Considerons maintenant le cas ou, dans Thypothese (6), 
{a:/( 0} est une suite de fonctions integrables et {yKO} une suite 
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de fonctions bornees pour 0 < ^ < 1. Admettons enfin que la 
suite {Xiit)} soit complete dans (Z,). 

OO 1 

Th6oreme 6. Dans ces hypothises^ si la serie^^ Xi{t) J yi{t) x {t) dt 
est convergente en moyenne pour tout x (t) (L), la serie 

oo 1 

bornee presque partout pour tout x (t) C (M) 

,0 

et reclproquement. 

Le demonstration est analogue a celle du th. 5, qui precede: 
on considere Xi comme des elements du domaine (L) et yi com- 
me des representants des fonctionnelles lineaires; on a recours 
enfin aux th. 3 et 4, p. 107 — 108. 

En particulier, lorsque Xi(t) — yi{t), on a les corollaires: 

V Si la serie (8), ou Xi(t) — yi{t) est convergente en 

moyenne pour tout x (t) C ^st bornee pour tout x {t) C (M) 

et reciproquement, 

2® Si la serie (8), ou ^/(O = J'KO C (O 
compute dans (C), est unif or moment convergente pour tout x {t) C (C), 
elle est convergente en moyenne pour tout x (t) Cl (^) ricipro- 
quement. 

La demonstration s'obtient: dans un sens, en considerant Xi 
comme des elements du domaine (C) et yi — Xi comme des repre- 
sentants des fonctionnelles, et, dans le sens inverse, en regardant 
x^^t) comme des elements du domaine (L) et yi = Xi comme des 
representants des fonctionnelles lineaires definies dans (A). 

§ 3. Bases dans Us espaces du type (B), 

Une suite {xi) d’elements de E s’appelle base% lorsqu'il 
existe pour tout x(^E exactement une suite de nombres {r]/} 
telle que Ton ait 


Cette notion a ei6 introduite dans le cas g^ndral par M. J. S c h a u- 
d e r (Zur Theorie stetiger Abbildungen in Funktionalrdumen, Math. 'Zeitschr. 26 
(1927), p. 47—65). 
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Oo 


X 


-IjlXi. 

i~i 


Etant donnee une base {a:/}, soit Tensemble des suites 
y “ pour lesquelles la serie ^ yii Xi est convergente. En po- 


sant \y\ = borne sup 

l<n<oo 


S-niXi 


, on montre facilement que ainsi 


norme constitue un espace du type (B). 
Posons ensuite 


X = U (y) riiXi pour toute suite, y — {tj/} (3 - 


Ainsi definie, I’operation U (y) est lineaire, car 1 1 < , 

est comme elle transforme en E d’une fa^on biunivoque, Tope- 
ration inverse j/ = U~^(x) est egalement lineaire. 

Enfin la fonctionnelle 

fi(x) = ifj,- oil X ■»),• Xi 


est aussi lineaire, car | 1 2 * lyl et \fi{x)\ 

I a:; I ' ' ' ' 

Or, on a par consequeni 




X Xi fi{x) pour tout X (2. E 

i-l 


et, ce developpement etant unique, on obtient Tegalite (1) (voir 
p. 106), de sorte que la suite {a:/}, {//} est biortho gonale, 

Remarquons que pour toute fonctionnelle lineaire F definie 

dans E la seviQ 21 ft (^) ' F {xi) converge vers F {x), car on a pour 

/=i 

oo r n 

tout x(2E: 21fiix)'F{Xi) = lim F\21xi'fi{x) 

On ne suit pas si tout espace du type (B) separable admet une base. 
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La question n’est resolue que pour certains espaces parli- 
culiers. Ainsi p. ex. dans P ^ base est donnee par 

le systeme orthogonal de Haar. Dans (C) la base a ete con- 
struite par M. J. Schauder ^). Dans ou p > 1 la base est 

[1 pour i — n 

fournie par la suite {j:,} ou at, = {4^} et 4<'* = j ^ 

on a alors fi(x) = pour x = {i,}. Enfin dans (r) la base est 
formee de la nieme suite augmentee de I’eleinent ou 

4 ( 0 ) = 1 pour « = 1 , 2 , ... On a alors fo{x) =--- lim ii pour ac - {M C(^)- 

§ 4. Quclques applications d la theorie des developpcments 
orthogonaux. 

Theoreme 7. Les suites {x,}, {/,} et {yi), {f,} etant biortho- 
gonales et les equations /,(x) = !p,(,v) ou / = 1 , 2 , ... admettant pour 
tout X exactement une seule solution y^U {x), la convergence de 

la serie V hi x, entratne celle de la serie ^ hi yt pour toute suite de 
nombres {hi). 

Demonstration. On aper^oit facilement que les egalites 
limx„ = x„ et lim v„=3/o ou y„ = i/(x„) entratnent I’egalite y„ == t/(x„). 

//- >c.-e n>-^ 

En vertu du th, 7 (Chap. Ill, § 3), p. 41, Toperation y — U (a:) 
est par consequent lineaire. En posant done \U\ ~ on a 
I (a:) I < M-\x \ et comme par definition U (a:,) ™ yi pour / = 1, 2, ... , 

il vient hi x}^^^ hi yi pour hi reels quelconques, ce qui im- 

plique immediateinent la these du theoreme. 

Corollaire. {a:/(0} ^t {yit)) etant des suites orthogonales 
normees de fonctionS continues, si pour toute fonction continue x (t) 

a existe une fonction continue unique y {t) telle^ que Von ait 
1 1 

I' Xi{t) X (t) dt = I yi{t) y (t) dt, la convergence uniforme de la serie 

0 0 

^hiXi{t) entraine celle de la serie ^hi y it). 

/■:^1 /—I 

q I. c., Math. Zeitschr. 26 (1927), p. 48—49. 
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Des corollaires analogues s’obtiennent pour d’autres espaces 
fonctionnels ^). 

Th^or^me 8, Solent: {Xi}, {//} une suite biortho gonale, ou 
{/,) est une suite totals, et {hi) une suite de nombres telle que, {a,) 
etant une suite de coefficients d*un element x (c. a d. que a/ = fi{x) 
pour i — 1, 2, ...), {hi a/} en soit une d'un element y. 

Si dans ces conditions {p/} est une suite de coefficients d'une 
fonctionnelle lineaire F (c. a d. que P'/ — /^(at/) pour / = 1, 2, ...), la 
suite {hi p/} lest d*une fonctionnelle lineaire 0. 

Demonstration. Le systeme d’equations fi{x) = hi fi{y) ou 
i ~ 1, 2, ... admet par hypothese pour tout x exactement une so- 
lution. Designons la par y — U (a:), 

Les egalites lim Xn = x^ et Mm yn =% o\x yn = U {Xn) entrai- 

nent eVidemmeut Tegalite == ^ consequent, en vertu 

du th. 7 (Chap. Ill, § 3), p. 41, Toperation U {x) est continue. 
En particulier, on verifie aisement que Ton a 

(9) U {Xi) = hi Xi pour tout i = 1,2,... 

Or, etant donnee une fonctionnelle lineaire F telle que 
= F(X{) pour i = 1, 2, . .. , on a selon (9) F [U (a:/)] = hi F (xi) == hi P/, 
c. a d. que les nombres /ft p/ sont des coefficients de Toperation 
0 = 1J(F), c. q. f. d. 

Remarquons que si a: = lim a:,, U (x) est en vertu de (9) la 

/— >oo 

limite d’une combinaison lineaire de termes de la suite {a:,}. 

Comme une application facile de cette remarque, nous obte- 
nons le 

Th^or^me 9. Soit {xi(t)) une suite orthogonale et normie 
de f one tions continues, fermee Hans Vespace (C). 

q Cf. S. B a n a c h, S«r une propriety caracteristique des fonctions ortho- 
gonales, Comptes Rendus 180, Paris 1925, p. 1637 — 1640 et H. Steinhaus, 
Sur quelqaes applications du calctil fonctionnel d la thiorie des series orthogona- 
las, Stud. Math. I (1929), p. ,191—200, 

S. Banach. Th^orie des operations lin6aires. 8 
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Si la suite de facteurs {hi} transforme toate suite {a/} de coeffi- 
cients d'une fonction bornee en une suite {^/a/} de ceux d'une fonction 
bornie, elle transforme en meme temps toute suite {p/} de coefficients 
d'une fonction continue arbitraire en une suite de coefficients 

d'une fonction continue. 

Le thiordme inverse est aussi vrai. 

On a enfin le 

Theoreme 10. Soit {Xi{t)) une suite de fonctions bornees or- 

( p \ 

thogonale, normale et complete dans {L p-^ ) oil p> 

Si la suite de facteurs {hi) transforme la suite de coefficients 
{a/} d'une fonction arbitraire x (t) Cl (^^^0 

ceux d'une fonction y (t) (C {tSP^)f ^dle transforme aussi toute suite 

(P ) 

{P/} de coefficients d'une fonction arbitraire x {t) C {L ) dans 

(P) 

la suite {^/ P/} de ceux d'une fonction (0 C P 

alors = (M) i). 


Cf. W. Orlicz, BeitrUge zur Theorie der Orthogonalentwicklungen 
Stud. Math. I (1929), p. 1—39 et 241—255. 



CHAPITRE VIII. 

Fonctionnelles lin^aires dans les espaces du type (B), 

§ 1 . Preliminaires. 

Etant donn6 un espace vectoriel ferme (VHements G £ et 
Tespace E de toutes les fonctionnelles lineaires definies dans £, 
il existe, comme nous avons vu (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme), 
pour un element quelconque XqCZ E — G une fonctionnelle liniaire 
f(ZE telle que Ton a 

/ (aTo) = 1 et f(x) — 0 pour tout x Cl G. 

Le probleme s’impose si, reciproquement, la relation analogue 
ne subsiste entre les espaces EdE de fonctionnelles lineaires et 
les elements de E. Plus precisement, il s’agit de savoir si, etant 
donne un espace vectoriel ferme £ (^ £ de fonctionnelles lineaires 
definies dans £, il existe pour une fonctionnelle quelconque 
fad B — E un element x d B tel que Ton ait 

(1) /oW = 1 f(’^) = 0 pour tout fdE- 

Or, la reponse esty dans le cas general, negative. 

Considerons, en effet, comme £ Tespace (c) des suites con- 
vergentes de nombres reels, done comme £ Tensemble de toutes 
les fonctionnelles lineaires definies dans (c), et comme E celui de 
toutes les fonctionnelles lineaires definies dans (c) de la forme: 

(2) / (a;) =^«-i ii oil x = {£,} C (c) et ^ | «/ [ < oo. 

/=1 
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Ainsi defini, F est un espace vectoriel et ferme. 

En effet, posons 

(3) lim II /„-/!!= 0, 

OU 

(4) fnCr et pour « = 1, 2, ... 

/=1 

II s’agit de montrer que f(ZF. Or, (2) entraine lim = 0, 

d’ou, comme par definition on conclut 

de (3) en vertu du th. (Chap. IV, § 4), p. 66, que lim ^ | aj/’) — aj.^) | = 0 

/7->oo i = J 

g->oo 

et, par consequent, qu’il existe une suite {a/} telle que Ton 

a liml^l a^") — a/l ==0 et^|a/|<oo. On a done pour tout .JC = {J/}C W 

/l->oo /=1 

Tegalite lim ^ a/ 4/, d'ou, selon (4), lim /„( a:) et 

/i->oo i=l i—l n-^oo i—} 

comme selon (3) lim |//i(a:) — /(a:) 1 < lim ||/n — /i| • 1 a: | = 0, il vient 
f (x) oLi ii pour tout x(2(c). La fonctionnelle / est done de la 

i=\ 

forme (2), d’ou finalement / C ^ 

Ceci etabli, soit 

(5) fo{x) == lim pour x = C (0- 

/->oo 

La fonctionnelle /o ainsi definie n’appartient evidemment pas 
a r. Cependant il n’existe aucun Xq = (c) satisfaisant aux 

conditions (1), car (1) et (5) entrainant Tegalite lim Sj®) = 1, il est 

/->oo 

impossible d'avoir pour toute suite de nombres {a/} satisfaisant 
aux conditions (2) I’egalite ^ = 0 exigee par (1). 

§ 2. Ensembles r^gulUrement fermis de fonctionnelles lineaires, 
Un ensemble vectoriel F de fonctionnelles lineaires definies 
dans un espace E du type {B) s'appelle rigulidrement ferm^, lors- 



§ 2 . Ensembles r^gulierement ferm^s de fonctionnelles lin^aires. 117 


qu'il existe pour toute fonctionnelle lineaire definie dans mais 
n’appartenant pas a T, un element XqCIE qui remplisse les con- 
ditions (1). 

L’exemple qui precede montre que Tensemble vectoriel ferme 
de fonctionnelles lineaires n’est pas toujours regulierement ferme. 
Or, la reciproque est vraie: tout ensemble vectoriel de fonction- 
nelles lineaires F qui est regulierement ferme est en meme temps 
ferme dans le sens ordinaire (v. Introduction, p. 13) de ce terme. 

En effet, soit 

(6) fnCE pour n = 1, 2, ... 
et 

(7) lim|[/„-/„|| = 0. 

/7->oo 

Si dans ces conditions /o n'appartenait pas a I’ensemble F , 
suppose vectoriel et regulierement ferme, il existerait un Xq(^E 
satisfaisant a (1); d’apres (6) on aurait done en particulier/n(Xo) = 0 
pour /z = 1, 2, ... , d'ou, selon (7), foix^) = lim/n(A:o) = 0, contraire- 

ment a (1). On doit done admettre que /o d c. a d. que Ten- 
semble F est ferme. 

II est facile de donner des exemples d’ensembles reguliere- 
ment fermes. Soit, en effet, E un espace du type (B) et G C ^ 
un ensemble vectoriel, d’ailleurs arbitraire. L^ensemble F des 
fonctionnelles lineaires / definies dans E et telles que 

/ (a:) = 0 pour tout x 

est, comme on Taper^oit aisement, regulierement ferme. 

Remarque, Si Feusemble F en question est non seulement 
vectoriel et regulierement ferme, mais en outre total, il contient 
toutes les fonctionnelles lineaires definies dans E, 

En effet, la definition de Tensemble total (voir Chap. Ill, 
§ 3, p. 42) implique que le seul element de E pour lequel toutes 
les fonctionnelles fdE s’annulent est Telement 0. 

Nous aliens nous occuper dans ce chapitre des proprietes 
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que possedent les ensembles regulierement fermes de fonction- 
nelles lineaires 0- 

§ 3. Ensembles transfiniment fermes de fonctionnelles lineaires. 
Etant donnes un nombre ordinal quelconque ^ qui est un 
nombre-limitey c. a d. n’ayant pas de precedent immediat, et une 
suite bornee de nombres reels {C^} du type c. a d. ou 1 
on appelle limite transfinie superieure de {Q} et on designe par 
lim Ct la borne inferieure des nombres reels t satisfaisant a Tine- 

galite Q < t a partir d’un indice (ordinal) qui depend de t. La 
limite transfinie inferieure de est ensuite definie par la formule 

lim Cp — ~ lim (— Q). 

Lemme 1, Si Ion a pour une suite {/^} dii type ^ de fon- 
ctionnelles lineaires 

I/I < M pour 1 < 4 < O’, 

il existe line fonctionnelle lineaire f remplissant les conditions: 

(8) 1/1 < A/ et lim Mx) < f {x) < lim ft{x) pour tout x (2 E. 

La demonstration resulte du th. 1 (Chap. II, § 2), p. 27, en 
y posant p (x) = lim h{x). La fonctionnelle p {x) satisfait en outre 

a Tinegalite p {x) M'\x\. 

Ce lemme etabli, nous appellerons une fonctionnelle lineaire 
f {x) remplissant les conditions (8) limite transfinie de la suite 

{AW}- 

En particulier, lorsque lim \ fn ~/| = 0, la fonctionnelle f {x) 

est evidemment une limite transfinie de la suite {fni^)}, car on 
a lim fn{x) ~ f(x) = lim fnix) pour tout x (2 E* 


0 Cf. S. B a n a c h, 1. c., Studia Mathematica I, p. 228—234, ojCi se trou- 
vent les thdoremes des §§ 3—5 de ce chapitre. 
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Un espace vectoriel F de fonctionnelles lineaires est dit 
transfiniment ferme, lorsque toute suite transfinie {/^} de fon- 
ctionnelles de r a normes bornees dans leur ensemble admet 
une limite transfinie fClF. 

Tout espace F transfiniment ferme est en meme temps ferme 
au sens ordinaire. 

En effet, les formules (6) et (7) donnent alors lim/„(A:) = fo{x) 

/Z— >oo 

pour tout x(ff_E et comme toute fonctionnelle / qui satisfait 
a la condition lim fn{x) < f {x) <Tim fn{x) est dans ce cas iden- 

n >oo « 

tique avec la fonctionnelle /«, cette derniere, comme la seule li- 
mite transfinie de la suite {/«}, appartient a I’espace F, qui est 
par consequent ferme. 

Lemme 2. Etant donnes an espace vectoriel et transfiniment 
ferme F de fonctionnelles lineaires (definies dans E) et une fonction- 
nelle lineaire f^ n' appartenant pas d F, il exist e pour chaque nombre 
M satisfaisant d la condition 

(9) 0 < Af < 1/ — /o I pour tout / C ^ 
un element x^tffE tel que I' on a 

/o('^o) = l, /(•>fo) = 0 pour tout fC.r et 

Demonstration. {Mi} ou M^ = M etant une suite infiniment 
croissante quelconque de nombres, designons par m le plus grand 
nombre cardinal satisfaisant a la condition suivante: etant donne 
un ensemble quelconque G de puissance < m, il existe une 
fonctionnelle lineaire fClF telle que 

(10) 1/1 < Af 2 1/ W— /oWI pour tout x(ZG. 

Le nombre m ainsi defini — remarquons le de suite — ne de- 
passe pas la puissance de E, car, s'il existait un /CITtel que 
l/W"“/oW I ’ I I pour tout x(2E, on aurait \ f—fo \^Mi — M, 
contrairement a I’hypothese (9). 
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Ceci dit, nous aliens montrer que m est un nombre fini, 

Supposons, en effet, que ttt ne soit pas fini et considerons 
un ensemble quelconque 0 Q £ de puissance ttt. Rangeons les 
elements de G en suite transfinie {x^} ou 1 < S < ^, en designant 
par ^ le plus petit nombre ordinal de puissance ttt; evidemment 
^ est un nombre-limite. En consequence, pour tout nombre or- 
dinal Y] < 0- la puissance de I'ensemble des termes de la suite 
ou 1 < $ < Y] est < ttt. Par definition de ttt il existe done pour 
tout Y] < ^ une fonctionnelle lineaire Aj C ^ lelle que 

(11) IAI <^2 \Mx0-fQ(x0^M^\x^\ pour tout 8<y] 

et, r etant par hypothese transfiniment ferme, il existe une fon- 
ctionnelle lineaire f (Z f qui est une limite transfinie de la suite 
{/rj} ou 1 < “y) < ^, done, d’apres (11), qui satisfait aux conditions 
|/|<Al 2 et < All • I I peur 1 < ^, c. a d. aux 

conditions (10). Ainsi, en supposant ttt non fini, il existerait 
pour tout ensemble G(Z^ de puissance ttt un /C ^ satisfaisant 
a (10), contrairement a la definition de ttt. 

Or, ttt etant fini, il existe un ensemble fini G^ (Z ^ tel qu’au- 
cune fonctionnelle / assujettie aux conditions 

I/ — /oKMg et \fix)-fo{x)\ Z.Mi \x\ pour tout a: C 
n’appartient a T. 

On en deduit aisement par induction Texistence dans E 
d’une suite {G/} d’ensembles finis tels qu'aucune fonctionnelle 
/ qui, pour un certain k, remplit les conditions 

I/ — /oi<^^ \f{x)-fQ{x)\^Mi \x\ pour x(ZGi et i<k 

n’appartient a F, Par consequent, si Ton a pour un /: 

(12) |/(a:)~/o(a;)|< M/|a:| pour x C Gi et /=1, 2,..., 


la fonctionnelle / n’appartient pas a F. 

Nous pouvons admettre que les elements des ensembles G/ 


ou / = 1, 2, ... ont les normes egales a 


il suffit a ce but de 
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multiplier ces elements par des numbres convenables. Si Ton 
range ensuite les elements de ces ensembles en une suite {Xn}j 
en ecrivant d’abord ceux de Gj, puis ceux de et ainsi de guite 
on obtient 

(13) lim Xn = ^ et | | < 1 pour tout « — 1, 2, ... 

«->oo 

et si 

(14) \f{Xn) - fJ^Xn) I < Ml pour tout /2 = 1, 2, ... , 

la fonctionnelle / n’appartient pas a T. 

Designons par Tensemble de toutes les suites {f {Xn)} 
pour On a evidemment Go C W {/o(A:n)} C W- En vertu 

de (14), la distance de {foGCn)) a Tensemble lineaire Gq est Mj. 
Vu la forme generale des fonctionnelles lineaires dans Tespace 
(c) (cf. Chap. IV, § 4, p. 66), il existe done en vertu du lemme 
(Chap. IV, § 3), p. 57 (en y posant G = Go), une suite de nombres 
{Cn} et un nombre C tels que Ton a 

(15) C lim fo(Xn) 4" Cn fa^Xn) = 1 , 

C lim f{Xn) + ^ Cn f (x„) = 0 pour tout /C C 

En posant done Xq =d Cn Xn, on obtient finalement de (15)— (17), 

n=l 

en vertu de (13), /o(-^o) = /(-^o) = 0 pour tout 

I -^0 1 I • I I ^ = ^ , c. q. f. d. 

Le lemme 2 qui vient d’etre etabli implique le suivant 

Lemme 3. Les notions. d*espaces vector iels de fonctionnelles 
liniaires riguli^rement fermes et de ceux trasfiniment fermes sont 
iquivalentes. 


(16) 

et 

(17) 
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Demonstration. Si un espace vectoriel F de fonctionnelles 
lineaires est transfiniment ferme, il est ferme au sens ordinaire, 
ce qui implique iinmediatement en vertu du lemme 2 que F est 
un espace regulierement ferine. 

Reciproquement, soient F un espace vectoriel regulierement 
ferme de fonctionnelles lineaires, {/^} une suite arbitraire du 
type ^ de fonctionnelles appartenant a T et dont les normes sont 
bornees dans leur ensemble, enfin /o une fonctionnelle quelcon- 
que qui est une limite transfinie de la suite {/^}. On a done 

(18) lim f^(x) < /o(a;) < lim/^(A:) pour tout x CZ E . 

Si en consequence n’appartenait pas a F, il existerait par 
definition de F un element x (2 F assujetti aux conditions (1), 
p. 115, d’ou, en parti culier, /^(x) — 0, contrairement a (18). On 
a done /« C F, de sorte que F est transfiniment ferme. 

Les lemmes 2 et 3 donnent le 

Theoreme 1. Etant donne un espace vectoriel regulierement 
ferme F de fonctionnelles lineaires (definies dans E) et une fonction- 
nelle liniaire f^ n' appartenant pas a F, il existe pour chaque nombre 
M satisfaisant d la condition 

0 < Af < I / — /o I pour tout f (2 F 
un element Xq (2 F tel que Von a 

1 

/o(-^o) 1, / (-^o) = 0 pour tout f(2F et | aTq | < “ . 

§ 4. Convergence faible des fonctionnelles lindaires. 

On dit qu’une suite {/«} de fonctionnelles lineaires converge 
faiblement vers la fonctionnelle /, lorsqu’on a 

lim fn{,x) = f {x) pour tout x(2F. 

«->oo 

La fonctionnelle / porte alors le nom de limite faible de la 
suite {/n}. 
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La fonctionnelle f {x) est done additive et mesurable {B)\ 
selon le th. 4 (Chap. I, § 3), p. 23, elle est done lineaire. D’autre 
part, en vertu du th. 5 (Chap. V, § 1), p. 80, la suite des nor- 
mes {|/«i} est bornee. Enfin, on a 

(19) 

ear la eonvergence faible de la suite {/«} vers / entraine 
lim \fn{x) I = 1/ (->c) j pour tout x, et eomme \fn{x) | < |//i 1 ’ | i pour 

« = 1, 2, ... , on a 1/ (x) I < 1 ^ | - lim |/„ ! , d’ou la formule (19). 

On en deduit aisement le 

Theoreme 2. Pour qu'une suite {fn{x)} de fonctionnelles li- 
neaires converge faiblement vers la fonctionnelle /(x), il faut et il 
suffit que Von ait simultanement 

(20) la suite {\fn\} bornee 
et 

(21) lim/n (x) — /(x) pour tout element x dun ensemble 
dense (ou fondamental), 

Theoreme 3. Si Vespace E est separable, toute suite de fon- 
ctionnelles lineaires {/„} dont V ensemble des normes est borne con- 
tient une suite partielle faiblement convergente. 

Demonstration. Il suffit, en effet, d’extraire de la suite {/«} 
une suite partielle, convergente dans un ensemble dense deiiom- 
brable, ce qui est facile de faire par le precede de la diagonale. 

§ 5. Ensembles faiblement fermes de fonctionnelles lineaires 
dans les espaces du type (B) separables. 

Etant donnes deux ensembles de fonctionnelles lineaires J 
et r ou J Cl r, Tensemble J est dit faiblement dense dans T, lors- 
que pour tout /C ^ existe dans A une suite {/«} qui conver- 
ge faiblement vers /. 
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L’eiisemble F de fonctionnelles lineaires s’appelle faiblement 
fermiy lorsque F admet comme element toute fonctionnelle / qui 
est la limite faible d’une suite de fonctionnelles appartenant a F . 

Theoreme 4. Si Vespace E est separable^ tout ensemble F de 
fonctionnelles lineaires definies dans E contient un sous-ensemble 
dinombrable A faiblement dense dans F. 

Demonstration. On peut se borner au cas ou les normes 
des fonctionnelles de F sont bornees dans leur ensemble, car 
tout ensemble de fonctionnelles est une somme tout au plus 
d’une infinite denombrable d'ensembles ayant cette propriete. 

Soient {Xn) la suite dense dans E et Zn pour /2 = 1, 2, ... 
Tensemble des points de I’espace /t-dimensionnel a coordonnees 

(22) f{Xx),f{X^) f{Xn) 

pour tous les/C^- II existe evidemment pour tout n un en- 
semble denombrable And ^ points a coordonnees (22) 

pour f d forment un ensemble dense dans Zn, L’ensemble 

A An est evidemment denombrable et il existe pour tout/C ^ 

n=i 

une suite {/«} satisfaisant aux conditions fn d d ^ 

— /(a:/) 1<“ pour tout / = 1,2, done qui converge faible- 
ment vers /, puisque, les fonctionnelles fn appartenant k A d^^ 
I’ensemble de leurs normes est borne par hypothese. 

Th^or^me 5. Pour les espaces E du type {B) separables les 
notions d'ensembles de fonctions tindaires (definies dans E) rigulU^ 
rement fermi et faiblement fermi sont equivalentes. 

Demonstration, Soit, d’une part, {/«} une suite de fonction- 
nelles lineaires appartenant a T et qui converge faiblement vers 
une fonctionnelle /q. On a done 

(23) lim fn{x) = /o(a:) pour tout xd^- 

Si /o n’appartenait pas a I’ensemble T, suppose regulierement 



§ 5. Ensembles faiblement femes de fonctionuelles lindaires. 125 


ferme, il existerait par definition de cette notion un element x^ClE 
satisfaisant aux conditions 

(24) /o(a:o) = 1 et pour tout 

Comme fn C on aurait par consequent fn(Xo) — 0 pour tout 
/i = l, 2, , d’ou, en vertu de (23 ), /o(a:o) = 0, contrairement a (24). 
II en resulte que foCin Tensemble T est done faiblement ferme ^). 

D’autre part, en vertu du lemine 3, p. 121, il suffit de 
montrer que Tensemble f, suppose faiblement ferme, est transfi- 
niinent ferme. 

Soient {/|} une suite du type ^ telle que 

(25) f^Cr et oil l<c<^ 

et {a:/} une suite dense dans E. Il existe, en raison de I’hypothese, 
pour tout n naturel un in ordinal tel que 

(26) pour Kl^:.n. 

ITe n n ^ n 

Or, Tespace E etant separable, on peut en vertu du th. 3, 
p. 123, extraire de la suite une suite partielle faiblement 

convergente. En designant par / la limite faible de la suite 
on a en vertu de (25) on meme temps, on conclut de 

(26) que / est une limite transfinie de la suite 

Les theoremes 1, p. 122, et 5, qui vient d’etre etabli,entrainent 
immediatement le 

Thdor^me 6. St tespace E du type (B) est separable, alors 
Hunt donne un ensemble vectoriel faiblement ferme I de fonctionnelles 
lineaires definies dans E et une fonctionnelle lineaire quelconque /o 
n'appartenant pas d F, il existe pour chaque nombre M satisfaisant 
d la condition 

0<M<|/-/o| pour tout f(Zr 


') On volt done que la s6t)arabilit6 de E n’intervient pas dans cette 
partie de la demonstration. 
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an element E tel que Von a 

= 1, /(JC„) = 0 pour tout fC^ et \x^\<^. 

Le th. 5 entraine en yertu du lemme B, p. 121, V equivalence 
des notions d'ensembtes regulierement, transfiniment et faiblement 
fermes de fonctionnelles lineaires dans les espaces E du type (B) 
separables, 

II en resulte, en tenant compte de la remarque, p. 117, le 

Th^oreme 7. Si Vespace E da type (B) est separable et F est 
an ensemble de fonctionnelles lineaires definies dans E, non seiilement 
vectoriel et faiblement ferme, niais aussi total, alors F contient toates 
les fonctionnelles lineaires definies dans £ (c. a d. T = E). 

§ 6. Conditions pour la convergence faible des fonctionnelles 
lineaires definies dans les espaces (C), (c) et 

Nous passons a etudier successivement la convergence faible 
des fonctionnelles lineaires dans queiques espaces particuliers du 
type (B) separables, Tels sont les espaces (C), pour p '>\, 
(c) et {VF) pour /7 > 1. 

L’ensemble dense denombrable constituent: dans (C) et 
les polynomes a coefficients rationnels, dans (c), resp. dans 
les suites de nombres rationnels dont tous les termes a partir 
d’un indice suffisamment eleve restent constants, resp. sont 
egaux a 0. 

Espaces od p > 1. Toute fonctionnelle lineaire / (^) 

definie dans etant (cf. Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme 

(27) (t) a (t) dt oil a {t) C 

0 

la suite des fonctionnelles 

{fn{x)) = \^jlX{t)a„{t)dt^ oil 


(28) 
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converge faiblement vers la fonctionnelle (27), lorsqu’on a 


(29) lim I a: («) a„(0 dt = j x (t) a (t) 


dt 


pour toute fonction x (t) d 

Or, on pent montrer aisement que pour la convergence faible 
de la suite (28) vers la fonctionnelle (27), il faut et il suffit que 
Von ait simultanement: 

(30) la suite 1 1 1 a,j(/) bornee 

0 

et 


(31) 


lim 


[ ^n{t) dt ~ \ 'X 

J 


= a (^) dt pour 0 < u < 1 ^). 


La demonstration resulte du th. 2, p. 123, etant donne que 

■ r _ r._ \P-1 

Ton a ||/« II = /I ^n{t) dt\ p ^ que, en outre, les fonctions Xu{t) 

-0 I 

definies pour 0 < ^ < 1 par les conditions 

Xu{t) ■■ 


I 1 pour 0 t < u 
~ ' 0 pour u<t C \ 


forment un ensemble total dans (LSp^) et enfin que / Xu{t) ^n{t) dt = 

} ^ 

— j an(t) dt pour tout /z = 1, 2, ... 

0 

Espace (L). Toute fonctionnelle lineaire f {x) definie dans 
(Z.) etant de la forme 

(32) / (a:) =j X (0 a (0 dt ou a (t) C (M) 

0 

(cf. Chap. IV, § 4, p. 65), la suite des fonctionnelles 


q Ces conditions ont 6te donnees par F. R i e s z, 1. c., Math. Ann. 69 
(1910), p. 449—497. 
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(33) {fn{x)) = U (0 MO oil a„(t) Q (^) 

0 

converge faiblement vers la fonctionnelle (32), lorsqu’on a 
1 1 

(34) lim ( X (t) a«(0 dt =ix(t)o.{t) dt pour tout x (t) C (^)- 

n-^^J J 

0 0 

On montre comme dans le cas qui precede que pour la con- 
vergence faible de la suite de fonctionnelles lineaires (33) vers la 
fonctionnelle (32), il faut et il suffit d'avoir simultanement: 

(35) les fonctions de la suite {o.n{t)} bornies dans leur ensemble, en 
dehors tout au plus d'un ensemble de valeurs de t de mesure lebes- 
guienne nulle, 

u u 

(36) Wm ( an{t) dt = i t (t) dt pour 0 < « < 1 '). 

J 

0 0 


Remarque. Les conditions (30) et (31) sont evidemment 
necessaires et suffisantes pour que Ton ait la propriete (29). 
Il en est de meme des conditions (35) et (36) pour la propriete (34). 


Espaces (Z^^)) ou p > 1. Toute fonctionnelle lineaire f {x) 
definie dans {I^p^) etant de la forme 

(3„ cjci 

(cf. Chap. IV, § 4, p. 67—68), la suite des fonctionnelles 


(38) {fn{x)) = a.in oil {a/„} C I 


(/V;,-!/) p>\ 

(M) pour p = 1 


converge faiblement vers la fonctionnelle (37), lorsqu’on a 


(39) lim y din ^i==y pour tout x = {S/} C 
iti 


q Ces conditions ont trouvees par M. 9- L e b e s g u e. 
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Pour que la suite des fonctionnelles lineaires (38) converge 
faiblement vers la fonctionnelle (37), il faut et il stiff it que Von ait 
simultaniment 


(40) la suite'. 


II 


I \P-^ 


pour p>\ 


{borne sup |a/n|} pour p = 1 

1</'<oo 


bornee, 


(41) lim ^in = a/ pour i = 1, 2, ... 

n-->oo 

La demonstration resulte du th. 2, § 4, p. 123, en s’appu- 
yant sur le fait que les elements 


Xj = {^, 7 } oil iij = 


1 pour i = j 
0 pour i j 


forment une suite totale dans (/^^^) et que Ton a en outre 
fn{Xj) — ajn pour tons j et n naturels; on tiendra compte enfin de 
la representation de la norme des fonctionnelles lineaires dans 
les espaces (Vp^), donnee p. 68. 


Remarque. Les conditions (40) et (41) sont en meme temps 
necessaires et suffisantes pour (39). 


Espace (c). Vu la forme generale des fonctionnelles lineaires 
definies dans (c) 

(42) /(a:) = /I lim S/ + V«/ a, oil a: = {S/} C W W C (0 


(cf. Chap. IV, § 4, p. 66), la suite des fonctionnelles lineaires 


am ^/| oil {a/«} (3(/) pour /z = l,2, ... 
converge faiblement vers la fonctionnelle (42), lorsque 
(44) Iim[i4nlim4/+ Va/„^/|=.41im^/+ Va/4, pour tout x={ii} (Z,{c). 

J->&o I l->oa 

L -I 1 = 1 

On montre facilement que pour la convergence faible de la suite 
(43) vers la fonctionnelle (42), il faut et il suffit d' avoir simultaniment 

S. Banach. Th^orie des operations lineaires. 9 


(43) {fn{x))=^[An\\mki + y 

\ 
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(45) la suite j a/„ 1 1 bornde , 

'/=-i ’ 

(46) Wm An — A et lirn a,,, =: a, pour tout / ~ 1, 2, ... 

§ 7, Compacticite faihle (Vensembles bornes dans certains es- 
paces. 

Les resultats qui precedent perniettent de deduire en vertu 
du th. 3, p. 123, les theoremes suivants. 

Pour (PP) oil p > 1, Toute suite de fo net ions {a,,(/)}, oil 
^’n{t) C assujettie d la condition 

1 

I ; 'x„(t) /' dt < M. 


oil M est iin noinbre independant de n, contient line suite partielie 
{a„,(/)} telle qiie Von a pour line fonction «„(/) C 

lim I %(/) a; {t) dt j x{t) dt pour tout x {t) (2 {iSi' i^) ^). 


En effet, les expressions j a„(/) x (t) dt pour tout n ^ 1, 2, ... 

i) 

peuvent etre regardees comine des fonctionnelles lineaires definies 

( ^' ) 

dans {L ). L’ensernble de leurs norines etant borne et I’espace 
(^ ) 

(Z. etant separable, on pent d apres le th. 3, p. 123, extraire 
de la suite {^n{t)) une suite faiblement convergente; on n’a en- 
suite qu’a appliquer I’enonce etabli pour les espaces {P^^) au § 6, 
p. 127. 

Pour (M), Toute suite de fonctions (^)} oil a,,(Z) (2 i^) 


) Ce theoreme est dC a M. F. R e i s z, 1. c,, p. 466 — 467. 
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dont les normes sont bornees dans leur ensemble contient une suite 
partielle telle que Von a pour une fonction C i^)’ 

1 1 

lim j an.{t) X (t) dt = j aQ{t) x (t) dt pour tout x {t) {L) . 

0 0 

La demonstration est analogue a la precedente. 

Pour {Vp^) oil p^ 1 et {m) on a des theorernes analogues. 

§ 8. Fonctionnelles lineaires faiblement continues definies dans 
les espaces des fonctionnelles lineaires. 

F{f) onfffE designant une fonctionnelle definie dans 
I’ensemble E de toutes les fonctionnelles lineaires (definies dans 
E suppose un espace du type {B)), nous appelons la fonctionnelle 
B {f) faiblement continue, lorsqu’on a lirn F {fn) = F (f) pour toute 

suite {fn) de fonctionnelles lineaires faiblement convergente vers /. 

Theoreme 8. Si Vespace E du type {B) est separable et la 
fonctionnelle lineaire F (/) definie pour f (ff B est faiblement conti- 
nue, il existe un element x^^ (f_ E tel que Von a 

(47) F{f)^f{x,) pour tout /C^. 

Demonstration. F designant Tensemble de toutes les fon- 
ctionnelles f CL B qui remplissent I’equation F {f) “0, la continu- 
ite faible de a pour consequence facile que F est un ensemble 
faiblement ferme. On pent evidemment admettre que F C B. Soit 
done /o une fonctionnelle lineaire remplissant I’equation 

(48) B{ff^\. 

II en resulte en vertu du th. 6, p. 125, Texistence d’un CB 
tel que Ton a 

(49) ffxf) - 1 et f (aTo) = 0 pour tout f C B. 

Or, ridentite 


(60) f==foi"(.f) + f pour tom /C^. oil 9 = f- A' F(f) , 
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donne, selon (48), /^(^) = 0, d’ou par consequent, d’ap- 

res (49), cp (Xq) = 0, ce qui entraine en vertu de (50) la propriete 
(47), q. f. d. 

Remarque. Si lespace E n*est pas separable, le th. 8 reste 
vrai, pourvu que; la fonctionnelle F (f) soil lineaire et Tensem- 
ble designe par F soil regulierernent ferme (ce qui permet de 
faire appel dans le raisonnement au th. 1, p. 122, au lieu du th. 6, 
p. 125). 



CH A PITRE IX. 

Suites faiblement convergentes d’^l^ments. 

§ 1. Definition. Conditions pour la convergence faible des 
suites d'ilements. 

Une suite {Xn) d*iUments de E s’appelle faiblement convergente 
vers Telement x (2 E, lorsqu’on a 

lim f(x„) = f(x) pour tout /C 

/I->oo 

c. a d. pour toute fonctionnelle lineaire / definie dans I’espace 
donne E. 

Theorenne 1. Pour que la suite {x^} converge faiblement vers 
X, il faut et il suffit d' avoir simultanement 

(1) la suite { | | } bo r nee 

et 

(2) lim cp {xn) = cp {x) pour tout ^ (Z ^ oil A est un ensemble 
dense dans E, 

Demonstration. La necessite de (1) resulte du th. 6 (Ch. 
V, § 1), p. 80, et celle de (2) est evidente. 

Pour en demOntrer la suffisance, considerons une fonction- 
nelle quelconque /d^". En vertu de (2), il existe alors pour 

s 

tout nombre s > 0 une fonctionnelle <p d ^ telle que 1 9 — /| < 

od M designe la borne superieure des nombres \Xn\ et | a: | , qui 
existe d’apres (1). Par consequent |/(a; — a:„) [ < 1 9 (a: — a:„) | -f 
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£ 

4- •\x — Xn \ < 1 cp (x — x„) + s; comme lim cp (x„) = cp (x) et e 

est arbitraire, on en conclut que lim f(xn)— f (x), c. a d. que la 

rt— 

suite {X/,} converge faiblement vers x. 

Remarque. II suffit d’ailleurs d’admettre de A que les com- 
binaisons lineaires formees de fonctionnelles appartenant k Ten- 
semble A constituent un ensemble dense dans E. 

Theoreme 2. Si la suite {x,,} converge faiblement vers x, il 
existe une suite de combinaisons lineaires d' elements de {x«} 

telle que lim gn — x. 

La demonstration resulte du th. 6 (Chap. IV, § 3), p. 58, 
et de la definition de la convergence faible des suites d’elements. 

§ 2. Convergence faible des suites d' dements dans les espaces 
(C), {m), (c) et (/</»). 

Envisageons a present la convergence faible des suites d’ele- 
ments dans les espaces particuliers les plus importants. 

Espace (C). Etant donnee la forme generale des fonction- 
nelles lineaires definies dans (C) (voir p. 61), pour qiCurie suite 
de fonctions continues {x„(/)} converge faiblement vers la fonction 
continue x (t), il faut et il suffit que Von ait 
1 1 

(3) lim I Xn(t) dg{t) = ix{t) dg{t) 

n->^ J J 

0 0 

pour toute fonction g(t) d variation bornee. 

11 en resulte que pour la convergence faible d' une suite de 
fonctions {Xn{t)) oil Xn{t) d (Q vers la fonction x (t) (C), il faut 

et il suffit d'avoir simultanement 

(4) les fonctions Xn{t) oil n ~ 1, 2, ... bornees dans leur en- 
semble, 

(5) lim Xn{t) = X (t) pour tout t (d [0,1}. 

n ->oo 
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En effet, la n e c e s s i t e de (4) resulte du th. 1, p. 133, et 
celle de (5) est une consequence du fait que, designant un 
point arbitraire de [0,1], la fonctionnelle f (x) = x (t^^) est lineaire, 
d’ou lim / (a:„) ^ / (x) et par consequent lim Xn{to) = (^o)* 

rt->oo « 

La suffisance consiste en ce que les conditions (4) et 

(5) entrament I’egalite (3) pour toute fonction g (/) a variation 

bornee (cf. Introduction, § 5, p. 7). 

Ceci etabli, on obtient du th. 2, p. 134, le theoreme suivant: 

SI line suite de fonctions continues {Xn (/)} oil 0 < t < 1 est 
bornee et converge partoiit vers une fonction continue x (t), it existe 
une suite de polynotnes formes de termes de la suite [Xn{t)) et qiii 
converge vers x (t) uniformement. 

C’est une propriete reinarquable de I’espace des fonctions 
continues et qui est en defaut p. ex. deja pour les fonctions de 
la premiere classe de Baire. 

Espaces {Ee)) oil p > 1. La suite {a:„(0} oil Xn{t) con- 
verge faiblement vers x {t) (f lorsqiCon a 

1 1 
lirn I JC„(/) a (t) dt --^J .v {t) a {t) dt 
0 0 
( ) 

pour ioiite fonction a. {t) (ff_ {L p-^ ). 

II en resulte en vertu de la remarque, p. 128, le theoreme 
suivant: 

Pour la convergence faible d’line suite de fonctions {a:,i(/)} oil 
Xn(t) d {L0>)) vers la fonction x {t) d font et il siiffit d' avoir 

d la fois i 1 \ 

(6) la suite ^ \ Xn(t) \p dt | bornee 

et ’ 

(7) \\m^ Xri{t) dt = ^ X (t) dt pour 0 < // < 1 ^) . 

0 0 

q Ce theoreme a ete deniontrd par M. F. R i e s z, 1. c., Math. Ann. 69 
(1910), p. 465-466. 
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Espace (L). La suite {Xn{t)) converge faiblement vers x^it) 
oil Xn C -^0 C (^) ^ ^ lorsqu'on a 


( 8 ) 



dt 


pour toute fonction bornee a (t). 


II en resulte le theoreme suivanl: 

Pour la convergence faible de la suite de fonctions {a:„(0} 
appurtenant d (L) vers la fonction x{t)(ff{L)^ it faut et it stiff it 
que les conditions suiv antes soient r empties sinmltanement: 

(9) la suite | 1 1 Xrit) | dt | est bornee , 


(10) il existe pour tout nombre e > 0 un nombre t] > 0 tel que 
I'on ait 


Xn{t) dt 


< e oil /z = 1, 2, ... 


pour tout ensemble H de me sure <y\ de valeurs de t^). 


(11) li m I Xn{t) dt = j Xo(t) dt pour 0 < zz < 1 . 

0 0 

1 

Eq effet, (8) equivaut a I’egalile lim / [a:„(0 — -^o (0] ^ (0 ^^ — 0 

n->oo J 


pour a if) (Af); le theoreme en question s’en deduit facilement 
a Taide du theoreme de Lebesgue enonce p. 7 (voir Intro- 
duction, § 6). 


Espace (c). Pour qu'une suite {x^} oil Xn = (2{c) converge 

faiblement vers V Element x — Cl (^)» suffit d' avoir 

a la fois: 

(12) la suite {|X;i|} bornee, 


0 Cette condition (10) implique d’ailleurs la condition (9), 
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(13) lim i'l = et lim (lim ^^0 = lirn ki . 

>c«o /Z ->oo z'- >^ z'->t>o 

La demonstration est immediate, etant donne que toute fon- 
ctionnelle lineaire dans (c) est de la forme / (a:) = C lim + 

+ iJc,S, oil a; = {4,-} et |/| = 1 Cl+^l G| (voir p. 66) et en te- 

i--^l /-I 

nant compte du fait que, si Ton pose 

lim ii pour / ^ 0 

i 

pour / > 1, 

les combinaisons lineaires formees de termes de la suite {fi{x)} 
ou i = 0, 1, 2, constituent un ensemble dense dans celui de tou- 
tes les fonctionnelles lineaires definies dans (c). 

Espaces {l^e)) oh p > i. Pour qii'une suite {Xn) ou Xn = (^^^0 

converge faiblement vers x = {4/} Cl tl faut et il suffit que Von 
Qit simultanement 

(14) la suite des nombres bornee 

et 

(15) lim pour tout i = 1, 2 , ... 

/Z->oo 

La demonstration resulte de la remarque, p. 129. 

Espace (1). Pour qu'une suite {x„} ou Xn — C (0 conver- 
ge faiblement vers x = {!/} C (0, que Von ait 

lim \Xn — x \ =0, c’est a dire, lim ^ | i = 0. 

/j— >oo n->oo /— 1 

En consequence: 

Dans V espace (/) la convergence faible est equivalent e d la 
convergence suivant la norme. 

Demonstration. Admettons que {Xn) converge faiblement vers 
x Ea posant la suite {yn} ou yn = converge 

done faiblement vers © avec « — On a par consequent pour 
toute suite bornee de nombres {c;} ■ 


fiix) = I 
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(16) 

Soit 



d'ou 

(17) 

II 


j 1 pour j ^ i 
^ I 0 pour j ^ i, 

lim Tjj") = 0 pour tout 7 = 1,2,... 

/Z->oo •' 

s’agit de montrer qiie Ton a 


(18) I ini V ! I — lim i = 0 . 

Supposons par centre que 


(19) lim V! v,(")| > . > 0. 

/ 1 

Definissons par induction deux suites croissantes de nom- 
bres naturels {//*} et {rA.) comme il suit: 

1 ^ est le plus petit n tel que^^jr^J"^! > s, 

/ --- 1 

r £. £ 

2 ^ r^ est le plus petit r tel que^ j I > 2 et j | < 5 ’ 
3" tik est le plus petit nombre naturel depassant Uu^i et tel 

rk-\ 3 

que ^ I r//'A’) | > set ^1 tX"a) | < >- ’ 

i-\ ‘ i-1 ** 

4^ ru est le plus petit nombre naturel depassant rk-\ et tel 

que V I r^(/'A-) \>-^ et V | |<-^- 

1+1 /-A-fl 

Les suites [Uk] et {r*} ainsi definies existent en vertu de 
(17) et (19). Or, soit maintenant 

{ sign pour 1 < r. 

(20) Cl = J 

t sign pour ru ^ /'a+i . 

On a done [r/j = 1 pour tout i = 1, 2, ... , d’ou selon (16) 
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( 21 ) 



d = 0 . 


Mais, d’apres (20), on a 


^ Ci 


V 1 






n{-\ 

/--I 


— ^ I 1 , d’ou, en vertu de 3^ et 4^^, j ^ Ci 

=--r^ -}-l I /-I 

pour tout k ~ ... , ce qui est incompatible avec (21). On a 

done I’egalite (18), c. q. f. d. 


£ £ s e 

2 5 "“5"" 10 


§ 3. Relation entre la convergence faible et forte dans les 
espaces et pour p> 

Au sujet de la relation entre la convergence faible d’ele- 
inents et celle selon la norrne on pent enoncer pour les espaces 
(Z.^^'1) et {bP^) ou p > 1 les theoremes plus generaux suivants: 

Si la suite {A:n(0/S ^n{t) C (^^^'^) et p > 1, converge faible- 

ment vers x (t) (I^^^) et si en outre 

1 1 

lim I i Xn{t) \P dt — ^\x (t) \P dt , 

0 0 


alors la suite {Xn{t)] converge vers x {t) selon la norrne, c. a d. 
que Von a 


1 


lim j I Xrft) 

n >ooJ 


0 


— .x: (0 dt ^ 0 ^). 


Nous allons demontrer le theoreme analogue pour les es- 
paces {Vp^) ou P > \ (le cas p — \ etant envisage au § 2, qui 
precede). 


0 Ce theoreme a et6 d6montr6 pour la premiere fois par M. Radon 
(Sitzungsberichte der Akad. fQr Wissensch. in Wien, 122 (1913), Abt. Tl-a, p. 
1295—1438). Cf. aussi F. R i e s z, Acta Litt. Ac. Scient. Szeged, 4 (1929), p. 58—64 
et 182—185. 
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Si la suite {x,,}, oil Xn = C (^^^0 > 1, converge fai- 

blement vers X = {!/} (3 {l^^) et si Von a 


alors 

( 22 ) 


lim I a:„| = I a:|, 
liin \Xn — x\ — 0 . 


Demonstration. On a d’apres (15), p. 137, 
(23) lim e5"> - ii 


et 


( 24 ) y ^y ^ '' 

ou N est un nombre naturel arbitraire. Or, 

p p p 

// y I <y y\ 1" +// 2’ I I" 

f ' i^N ' i-^N 

d’oCi par I’hypothese et d’apres (23) et (24) 

p 

iTm y i if - i> r< f 2 // y 1 4 , 1' = 2^ y 1 $,• ip 

Comme lim^|^/|^ = 0 et N est arbitraire, on en tire I’ega- 

A^.->oo i—N 

lite (22), q. f. d. 


§ 4. Espaces faiblement complets. 

Etant donne dans un espace E du type (B) une suite d’ele- 
ments {Xn} telle que lim/(x„) existe pour toute fonctionnelle li- 

n->oo 

neaire f (x) definie dans E, il pent n’exister aucun element Xq (Z ^ 
vers lequel la suite {Xn) soit faiblement convergente, c. a d. tel 
que Ton ait lim f(Xn)=f(Xo) pour toutes les fonctionnelles line- 

n->oo 

aires fC_E^k la fois. 
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Eq voici un exemple dans Tespace (C). Soil {Xn{t)} ou 
0 ^ 1 une suite de fonctions continues, bornees dans leur 

ensemble et convergeant partout vers une fonction z{t) qui 

n’est pas continue. La limite lim / Xn{t) dg exisle alors pour 

0 

toute fonction g {t) a variation bornee (cf. Introduction, § 5, 
p. 7), mais la suite {Xn{t)} ne converge faiblement vers aucune 
fonction continue. 

Cependant on a le theoreme: 

Dans les espaces et {M) oil p > 1 V existence de lim f{Xn) 

pour une suite {Xn), quelle que soit la fonctionnelle lineaire f, en- 

traine la convergence faible de la suite {x„} vers un element Xq, 

1 

Demonstration pour {L). Si lim f x nit) a (^) dt, ou Xn(t) C i^)' 

«-><=« ^ 

0 

exi'ste pour toute fonction a (f) Q (M), on a evidemment 

1 

lim ( [Xp(t) - a (f) dt = 0 pour tout a (f) C (^) • 

p-->^ J 

Nous allons montrer qu'il existe pour tout e > 0 un > 0 
et un N naturel tels que Ton a 

(25) ^\^XN{t)-Xn{t) dt<£. 

H 

pour tout « > et pour tout ensemble H de mesure < 

En effet, il existerait dans le cas contraire deux suites in- 
fiuiinent croissantes de nombres naturels {pk} et {/Za} et une sui- 
te d’ensembles {Hk) de mesure tendant vers 0 telles que 

1 

f I XpM) - Xn,(t) \dt>^, d’ou lim f [ Xp,(t) - x„,(t) ]a(t)dt = 0 

ii, 

pour tout a (jt) C (^). contrairement auth.de L e b e s g u e (voir 
Introduction, § 6, p. 7). 

Ceci etabli, on a done en particulier, si t) est suffisamment 
petit, f\ x„(t) j dt < ^ - s pour tout n = 1, 2, ... , d’ou selon (25), 
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r 3 

(26) j I Xn{t) \ dt<-e pour tout n == 2, ... , 

H 

pourvu que la inesure de H soil < 

Posons 

t 

(27) lim ( Xn{ii) da = p {t ) . 

// >C.O^ I 
0 

Nous allons montrer que la fonction p {t) est absolument 
continue. 

En effet, pour tout e > 0 il existe d’apres (26) un rj > 0 tel 

que Ton a / j .x:„(0 i dt < e pour n — 1, 2, ... et pour tout ensemble 
/■/ 

H de mesure < vj. En particulier, si // se compose d’un nombre 
fini de segments a extremites ti et t! n’empietant pas run sur 

tf 

I’autre, on a done lim / Xn{t) dt ~ lim ^ / x,i(t) di = ^ [p (//) — p (//)], 
d’ou I ^ [p {ti) ~ p (^/)] ' £, ce qui exprime la continuite absolue 

de la fonction p {t). 

Ceci etant, on n’a qu’a poser p'(0 = '^(>(0 pour conclure de 
(27) et des conditions pour la convergence faible, etablies p. 128, 
que la suite {Xn{t)) converge faiblement vers x^{t). 

Demonstration pour {D^'^) oil p > 1. Admettons que 
1 

lim / Xnit)y (t) dt, ou Xn{t) C Qoel que soit /z = 1, 2, ... , existe 

n >'»- 

0 

pour tout y (t) C__ Les fonctionnelles f,i{y) j Xn{t) y {t) dt 

0 

(- ) 

sont evidemment lineaires dans iL ) et comme, par hypothese, 

(P) 

lim fn{y) existe pour tout y {i)Q_{DP~~^)p la fonctionnelle f{y) 

// >C«- 

= lirn/n(y) est, selon le th. 4 (Chap. I, § 3), p. 23, egalement lineaire 

ri-^oo 

dans {L/p-^D; elle est done (cf. Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme 

/ (y) = / ^o(0 y (0 dt ou yC et C 

0 
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11 en resulte que 

lim ( Xn{t)y{t) dt — i y {t) dt pour tout y C , 

«-^oo J J 

0 0 

c. a d. que {Xn} converge faiblement vers a:o, c. q. f. d. 

Demonstration pour (/) est analogue a celle du theoreme eta- 
bli au § 2, p. 137 — 139, et consiste a etablir la convergence suivant 
la norme de la suite {a:„} vers un element Xy. 

Demonstration pour (M) oil p> 1 est analogue a celle pour 

§ 5. Un theoreme sur la convergence faible d' dements. 

Nous aliens terminer ce chapitre par le theoreme general 
suivant. 

Theoreme 3. Etant donnee une operation lineaire y ^ U (a:) 
definie dans un espace E du type {B) et dont le contredomaine est 
situe dans un espace E^, egalement du type {B), si une suite {a:„} 
converge faiblement vers x,, dans E, la suite [U (x„)} converge 
faiblement vers U (x^) dans E ^ . 

Demonstration, Y etant une fonctionnelle lineaire quelconque 
definie dans la fonctionnelle Y\U {x)]— X (x), definie dans E 
y est evidOrnment additive et continue, car on a \ X{x) \ — j Kf^7(x)J| < 
<|rM^(x)|<|r|-|aMx|. 

La convergence faible de {x„} vers Xo implique done que 
lim Y[U (x,,)] lim X (x„) == X (x^) Y[U (Xo)J, c. a d. que {U (x«)} 

converge faiblement vers U (x^), c. q. f. d. 

Remarque, Dans Thypothese supplenientaire que Voperation 
y U (x) est totalement continue, la convergence faible de {x^,} 
vers Xo entrame la convergence de {T/(x„)} vers U {xf) selon la 
norme, c. a d. I’egalite 

lim I U (Xn) — U (Xo) I = 0. 



144 


Chapitre IX. Suites faiblement convergentes d’^l^ments. 


En effet, s’il n’en etait pas ainsi, il existerait un e > 0 et une 
suite partielle {a:„.} telle que 

(28) 1 U (x„^) - U (x^) I > £ pour i = 1, 2, ... , 

la suite {U (.>c„.)} convergeant en nieme temps suivant la norme 
vers un y' Or, la convergence faible de {Xn^) vers Xq entrainant 

d’autre part, en vertu du th. 3 qui precede, celle de {6 ^(a:„.)} vers 
U (xjo), on aurait y' — U (Xq), ce qui est impossible selon (28). 



CHAPITRE X. 


Equations fonctionnelles lin^aires. 

§ 1. Relations entre les operations lineaires et les operations 
conjiiguees avec elks ^). 

Nous allons nous occuper dans ce chapitre des equations de 
la forme U (x) ou U est une operation lineaire ayant pour le 
domaine des x un espace E du type {B) et pour le contredomaine 
un espace E^ situe dans une espace E' egalement du type {B), 

Les fonctionnelles definies dans E seront designees par X et 
celles definies dans E' par V. 

Si la transforriiation de E en E^ determinee par I’operation 
lineaire y = U (x) est biunivoque, Toperation inverse x ~ U~\y) 
est evidemment additive. II est facile de voir que pour I’exis- 
tence de Toperation inverse, il faut et il suffit que 

/7 (;c) = B entraine x = 0 . 

Si I’operation inverse est continue, il existe un Af > 0 tel 
que 1|a;|| < Al-||_y|!. 

Reciproquement, s’il existe un nombre /w > 0 tel que /w • i| a: || <; 
< II U (a:) II, il existe Toperation inverse continue. 

Si V operation inverse est continue, le contredomaine E^ est 
ferme, 

En effet, en posant Wm yn~y, ou yn = U{Xn), on a 


Les th^oremes du § 1 de ce chapitre se trouvent dans la note de 
S. B a n a c h, 1. c., Stud. Math. I (1929), p. 234—238. 

S. Banach. ThSorie des operations lineaires. 


10 
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lim |i Xp ~ Xq || < M liiTi \,yp ~yq |! = 0, d’ou, en posant lim x„ — x, 
on tire U (^) = y. 

Si la fonctionnelle Kq wne limit© transfinie de la suite 
{K^} du type la fonctionnelle conjuguee ~ C/ (Yq) est une 
limite transfinie de la suite (17 (K^)} du type 0. 

En effet, on a pour tout x les ogalites X'^ (x) — Y^\U (;c)] ou 

1 < 4 < ' 9 '. 

Lemme. Uoperation associee X — U {Y) admettant V opera- 
tion inverse continue et designant iin ensemble qiielconqiie des Y 
vector iel et re gillie re me nt ferme, Vensemhleyorrespondant F ~U {F^ 
est aiissi regiilierement ferme. 

Demonstration. II existe par hypothese un nornbre M>0 tel 
que Ton a j, 6^ ( K) | > 714 i Y\[ pour tout Y. Par consequent, si 
\\Xi'} ' C pour tout 1 ^ 4 < O’, ou = FI {Y^^ 

on aura aussi Y^CfF^ et C pour tout 1 4<0’. L’eii- 

semble F ^ etant par hypothese regulierenient ferme, il existe en 
vertu du lem. 3 (Chap. VIII, § 3), p. 121, une limite transfinie Ko (Z ^ i 
de la suite { KJ. Evidemment la fonctionnelle ~ Ft (Yf) apparfient 
done a U(Fi) et elle est une limite transfinie de la suite 
Ainsi I’ensemble F— U (F^) est transfiniment ferine, done, en vertu 
du meme lemme, regulierement ferme, c. q. f. d. 

Theoreme 1. Si V operation associee X — U {Y) admet I' ope- 
ration inverse continue, Vequation y ^ U (x) admet une solution 
pour tout y. 

Demonstration. Etant donne un y,, (Z quelconque, designons 
par F I I’ensemble de toutes les fonctionnelles lineaires Y telles 
que E(yo) = 0 et par A celui de toutes les fonctionnelles X^ U{Y) 
ou Y(ZF,. 

L’ensemble /j est regulierement ferine; il en resulte en vertu 
du lemme qui precede que Tensemble F est aussi regulierement 
ferme. D’autre part, Y^ etant une fonctionnelle lineaire telle que 
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Ko( 3 ^o) = 1 , la fonctionnelle Xq ^ U (Vq) n’appartient pas a T. 
II existe done en vertu du th. 1 (Chap. VIII, § 3), p. 122, un 
element ^0 C ^ lei que Ton a 

( 1 ) Xo(Xq) == 1 et X (Xq) = 0 pour tout X CL T. 

En posant 

(2) 3^1 = ^ (-^o)» 

on a KXj/i) = Xq{x^) et Y {y^) = X (x^), d’ou en raison de (1) 

(3) Ko( 3 /i) et Y {y{) = 0 pour tout Y C f\> 

Or, quelle que soit la fonctionnelle lineaire F, la fonctionnelle 
K= F— [K( 3 /o)] Fq appartient evideminent a Tj, puisque Viy^) — 
— Y (yo) — [Y (yo)\- Y^^(yo) 0. On a par consequent, selon (3) 

^(yt) = y{yi) - [ y(yo)l ■ ^oiyi) = ^iyd - y(yo) = 0, done Y(yi -%) = 0 

pour tout F. II en resulte Tegalite — j/y =- 0, done, d’apres (2), 
la solution y^^V {x^) pour Telement % ( 3 E\ qui a ete arbitraire- 
ment donne d’avance, c. q. f. d. 

Reciproquement, on a le 

Theoreme 2. Si Veqiiation X~U{Y) admet une solution pour 
tout X, alors 

V op Oration y ~ U (x) admet I' operation inverse continue, 
2® le contredomalne de U {x) est V ensemble des y qui sat is font 
a la condition 

( 4 ) K(j/)=: 0 , si 6 /(F) = 0 . 

Demonstration. V. Si I’operation y — U {x) n’adraettait pas 
d’operation inverse continue, il existerait une suite d’elements 
de E tels que 

( 5 ) ■ lim ||x„|| ^ 00 

et lim \\yn || = 0 ou 3 ;^ = (Xn). 

Or, I’equation X= U(Y) admettant par hypothese une solution, 
quel que soit X, on a lim A"(A:„)^lim F(y„) = 0 pour toute fonction- 
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nelle X definie dans E, ce qui implique en vertu du tb. 6 (Chap. 
V, § 1), p. 80, que la suite des normes est bornee, 

contrnirement a (5). 

2'’. Admettons que pour un element Cl E' 

(6) L/{V) = 0 entraine Y (jo) - 0. 

Le contredomaine E^ de Toperation /7(x) etant ferme eii ver- 
tu de V (cf. ce Chapitre § 1, p. 145), si yo n’appartenait pas a E^^ 
il existerait (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme) une fonctionnelle 
telle que 

(V) n(vo) - 1 

Yoiy) = 0 pour tout y (2 E^, En posant Xq = U (KJ, on aurait 
done X^{x) = Yf^iy) - 0 on y - U {x) C d’ou U ( Y^) — 0, ce qui 
entrame, d’apres (6), Ko(3;o)=0, contrairement a (7). Par consequer\t 

% C E,. 

Reciproquement, si d/(K) = A"=0, on a pour tout y(2^i 
I’egalite Y (y) = X (x) = 0, c. q, f. d. 

En rerapla^ant dans les theoremes 1 et 2 qui precedent x.y^ 
X, Yy U oi U respectivement par K, X,yy Xy U et U et en appliquant 
dans le raisonnement les theoremes sur les fonctionnelles la ou 
on a fait appel aux theoremes concernant les elements, on obtient 
les deux theoremes suivants. 

Theor^me 3. Si ['operation y = U (x) admet Voperation in- 
verse continue, ^equation X-U{Y) admet une solution pour toute 
fonctionnelle lineaire X definie dans E, 

Theoreme 4. Si Inequation y= U{x) admet une solution pour 
tout y, alors 

['operation X~ U{Y) admet Voperation inverse continue, 

2^ son contredomaine est V ease ruble des X remplissant pour 
tout x(2E la condition: 


( 8 ) 


X(x)==^0y si U(x)^0. 
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Les theoremes 1 — 4 donnent lieu facilement aux theoremes 
suivants. 

Theoremo 5. Si ^equation y = U (x) admet pour tout y 
exact ement une solution, V equation X~L/(Y) en admet aussi exacte- 
ment une pour tout X et riciproquement. 

Theor^me 6. Si les opirations y=U(x) et X= U(Y) admet- 
tent les operations inverses continues, il exist e pour tout y et pour 
tout X exactement an x et un Y tels que Von a y^U{x) et X=^U{Y). 

Theoreme 7. Si les operations y=^U{x) et X= U(Y) admet- 
tent une solution pour tout y et pour tout X, elle est unique. 

Nous allons demontrer en outre les trois theoremes qui suivent. 

Theoreme 8. Si le contredomaine d'une operation lineaire 
U (x) est ferme, celui de V operation associee U ( Y) est V ensemble 
des X qui remplissent la condition (8): X {x) — 0, si U (a:) = 0. 

Demonstration. L’ensemble derive du contredomaine 
de I’operation U{x) constitue (comme ensemble lineaire et ferme) 
un espace du type {B), 

Or, en designant par Z une fonctionnelle lineaire quelconque 
definie dans E^^ et par Ui{Z) la fonctionnelle lineaire X satisfaisant 
a Fequation 

Z [U (x)] = X {x) pour tout x(^E, 

on verifie aisement que les contredomaines des operations Ui{Z) 
et U{Y) sont identiques. En effet, pour toute fonctionnelle Y 
definie dans E' et assujettie a la condition 

(9) Z{y) ^ Y {y) pour tout y CL 
on di Z[U {x)] ^ Y[U (^)] pour tout x CL E, d’ou 

( 10 ) U,(Z)==UiY) 

et, par definition de Z, il existe en vertu du th. 2 (Chap. IV, § 2), 
p, 55, une fonctionnelle lineaire Y definie dans E' et satisfaisant 
a la condition (9), done a (10). La condition (8) en resulte en 
vertu du th. 4, 2®, p. 148, en rempla^ant E' par E^^. 
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Theoreme 9. SI le contredomaine de Voperation litieaire U ( Y) 
est ferme, celui de Voperation U {x) est Vensemble de tons les y qiii 
remplissent la condition (4): Y (y) — 0, si [J (Y) ~ 0. 

Demonstration. Les fonctionnelles Z et Ui(Z) etant definie 
comme dans la demonstration du th. 8, qui precede, remarquons 
que Oi(Z) ~ ^ entraine Z (y) = 0 pour tout y d on a done Z = 0. 

Or, les ensembles des Z et des X etant des espaces du type 
(B), I’operation X U^(Z) admet en vertu du th. 5 (Chap. Ill, § 3) 
p. 41, I’operation inverse continue. II en resulte en vertu du th. 1, 
p. 146, que lequation y == U (x) possede une solution pour tout 
y d d • Le contredomaine £'i — Ei de Toperation y U (x) est 
done ferme. 

La condition (4) etant evidemment remplie, lorsque y d A? 
il ne reste done qu’a etablir la reciproque, c. a d. demontrer 
que tout yo d satisfait a (4) appartient a 

En effet, d etant uii ensemble lineaire et ferme, il existerait 
dans le cas contraire (cf. Chap. IV, § 3, p. 57, lemme) une 
fonctionnelle lineaire Yq telle que Y^iy^) = 1 et Y^iy) ~ 0 pour 
tout vd^i- Ln posant done X^=^ U\Y^\ on aurait X^{x)^ Y,{y) = 0 
pour .v d A'o = 0, et par consequent ( Kq) = 0, contraire- 

ment a la condition (4) supposee pour y^. 

Theoreme 10. Si le contredomaine de Voperation lineaire 
y = U (x) est ferme, il existe un nombre /w > 0 tel qu'd tout yC_E^ 
on pent faire correspondre un x (ff E satisfaisant aux conditions 

y:^U(x) et \x\<m-\y\. 

Demonstration. Nous avons etabli au cours de la demon- 
stration du th. 3 (Chap. Ill, § 3), p. 38, la proposition (1), qui, 
dans les hypotheses du theoreme a demontrer, exprime Texistence 
pour tout e > 0 d’un 7] > 0 tel que, etant donne un y arbitraire 
assujetti a I’inegalile \y\<ri, on peut lui faire correspondre un 
X satisfaisant aux conditions y — U (x) et |x:| < e. 

On en deduit facilement Texistence pour tout y d’un x satis- 

e 

faisant a la these du theoreme avec m = • 
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§ 2. La theorie de Riesz des equations Lineaires totalement 
continues. 

Nous aliens nous occuper a present des equations de la forme 
y~x—U{x), ou U est une operation lineaire totalement continue 
et dont Le contredomaine est situe dans le domaine (dans I'espace 
E des valeurs de x) ^). 

Lemme. Si ^operation lineaire U (x) est totalement continue, 
V operation T{x)~x—U{x) t runs for me tout ensemble borne et ferme 
G (2 E en ensemble ferme. 

Demonstration. Posons 

(11) Xn C ^ ponr a = 1, 2, ... et lim T {Xn) = y^. 

n >‘^ 

La suite {U{Xn)) elant en consequence un ensemble compact, 
il existe une suite partielle {U {Xn)) convergente vers un element 
X(^(2_G, Comme .v„.= L^(a:„.) + 7'(a:„.), onaselon(ll) lim = A'o+J'o? 
d’oLi r(yo + ^o) --3^0- 

Theoreme 11. Si L operation lineaire U (x) est totalement 
continue, les contredomaines des operations 

r (X) ^x - U{x) et r {X)^ X- U {X) 

sont ferrnes. 

Demonstration. G designant I’ensemble des solutions de Pequa- 
tion T{x) — {), soit % 7 ^ 0 un element d’accumulation du contre- 
domaine de I’operation T. II existe par consequent une suite 
{.V,,} d’elements de E telle que % = lim T {Xn). 

n >oo 

Si la suite {iA:,i|} etait bornee, I’element yQ appartiendrait 
au contredomaine en vertu du lemme qui vient d’etre demontre. 

En designant par dn la distance entre Xn et Pensemble G, 
il existe done un zon d G tel que 


q Les th^oremes de ce excepts ceux ou intervient la notion d’ope- 
ration associ^e, ont ete ^tablis pour la premiere fois par F. Riesz {Ober line- 
are Fimktionalgleichiingen, Acta Math. 41 (1918), p. 71—98). 
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(12) d„ < I - w,, |< |l + |- 
On a 

(13) \\mT{Xn — w„)=y„. 

Si la suite {\Xn — Wn\) etait bornee, la demonstration se 
trouverait aehevee en raison du lemme qui precede. 

Supposons done que lim | | = oo, d'ou, en posant 

>oo 

Zn — ^ on a, selon (13), lim T (Zn) = et \zn \ = 1. En 

I Xn '^n 1 n 

vertu du lemme on pent done extraire de la suite {z„) line suite 
{Zn^ convergente vers un element Wq tel que T {w^) ~ 0, d’ou 
Wq (3 0. En posant Zn — w^ — £«, il vient 

(14) lim I ! = 0, 

i 

, Xn — Wn 

done Zn — ~ , - r — 'Oi'o — ot par consequent Xn — Wn — 

I Xn — Wn I 

— WQ-\Xn — Wn\'-=^ S/i ' 1 Xn — Wn\, d’OU SClon (12) 

(15) Xn, - w„. - w„ ■ I x„. - w„i \ I < I s„,. 1 [l + ci„. . 

Or, il existe en vertu de (14) et (15) un rii tel que Ton a 

I , I 

Xn^ — Wn - ~ Wq-\ Xn. ~ Wn^ 1 j 'sC \ mais c’est impossible, car 

I \ ^ 

Wni + ' 22^0 ■ I ^ni — Wni | Cl G et est la distance entre Xn^ et G. 

Ainsi le contredoniaine de T est ferme. Le raisonnement 
pour T (A^) est analogue. 

Theoreme 12. Si L" operation lineaire U {x) est totalement 
continue, les equations 

x=U{x)^^) et X-U{X)-=^ 

admettent tout au plus un nombre fini de solutions lineairement 
independantes. 

Demonstration. Supposons par contre qu’il existe une suite 
infinie {a:„} d'elements de E lineairement independants et satisfai- 
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sant aux equations Xn~ U {Xn) = B ou /z = 1, 2, ... Soit En Ten- 

n 

semble des elements de la forme ^ X/, ou hi sont des nombres 
reels quelconques. Evidemment 

(16) xQ_En entratne x — U {x) — % 

et il est facile de voir que pour tout az = 1, 2, ... I’ensemble En 
est lineaire et ferine, ne contenant pas Xn-]-u done un vrai 
sous-ensemble de 

En vertu du lemme (Chap. V, § 3) p. 83, il existe done 
une suite {yn} telle que 

(17) yn C I I = 1 \yn—^\>Y ^ C ^n-h 

d’ou, selon (16), yn — U (yn) == 0 et par consequent yn = U (yn). 
La suite {yn} est done eompaete, contrairement a (17). 

Pour lequation X ~ U (X) = 0 le raisonnement est analogue, 
car on peut considerer I’enseinble des X coniine un espace du 
type (B). 

Theoreme 13. Si pour une operation lineaire et totalement 
continue U (a:) inequation y — x - U (x), resp. Y — X — U (X), admet 
une solution pour tout y, resp. Y, Vequation x — U (x) = 0, resp. 
X — U (X) — 0, admet exactement une solution, a savoir x = 0, 
resp. .Y = 0. 

Demonstration. Posons 

T<<^\x) :=^x-U(x)^T(x) et T^^x) - T [ 7('^-')(jc)]. 

Designons par En I’ensemble de tous les xCl E satisfaisant 
a Pequation D'^\x) = 0 et supposoris qu’il existe un Xi^% tel 
que T (a:i) = 0. En designant par Xn Peleinent satisfaisant a Pequa- 
tion Xn-i = T (Xn), on a done 

7(«)(.x:„+i) = a:, 0 et Dn^^)(xn^.,) = T (x,) = % , 

d’ou 
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L’ensemble En est evidemment lineaire et ferme; il est un 
vrai sous-ensemble de En-\-i. En vertu du lemme, p. 83, il existe 
done une suite [yn] remplissant la condition (17). 

Or, comiiie 3 /,, C. on a par definition de T et de En I’egalite 
T {yn) = y,! — U {y„), d’ou 

(18) U (3v) - U (y,j) - 3v “ [l''/ + ^ (iV) - = Vp ~ ^ 

et p > q entrame — T^!’~^\y,,) + T^f'^{yp) — T^^\yq) ~ 

Par consequent 1 , d’ou, cn vertu de (17), \yp— a:] > 

done, d’apres (18), U iyp) - U (ytj) \ > ^ pour p>q, ce qui est 

impossible, car la suite {U (3^7)} contient des suites partielles 
convergentes. On doit done adinettre que .v = 0, e. q. f. d. 

Pour I’equation X — U (X) - 0 la demonstration est analo- 
gue, car on pent considerer Tensemble des X comme un espace 
du type (B). 

Theoreme 14. SI pour une operation lineaire et\totalement con- 
tinue U (x) Veqiiation x — U {x) -= 0, resp. X — U {X) = 0, admet 
comme Vuniqiie solution x — 0, resp, X ^ 0, V equation y =- x — U (x), 
resp. Y ~ X ~ U {X), admet une solution pour tout y, resp, pour 
tout Y. 

Demonstration. Le contredomaine de Toperation x — U (x) 
etant en vertu du th. 11, p. 151, ferme, on conclut de I’hypothese 
en vertu du th. 3, p. 148, que I’equation Y ^ X - U {X) admet 
une solution pour tout K, d'ou, en vertu du th. 13 qui precede, 
la seule solution de I’equation X~U{X)~^ est donnee par 
X ^ 0 et par consequent, en vertu du th. 5, p. 149, I’equation 
y ^ X — U{x) est soluble pour tout 3 /. 

La demonstration pour Y—X— U (X) est symetrique. 

Theoreme 15. Si U {x) est une operation lineaire et totale- 
ment continue, les equations 

x~U{x)^% et X-U{X)^% 
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admettent le meme nombre de solutions Lineairement indepen- 
dantes ^), 

Demonstration^ Posons comme auparavant 
(19) T{x) = x-^~ U{x) et f(X) ^X-D(X). 


Soient 


(20) T{Xi) = ^ pour i = l,2, et T{X)^^) pour /=:1,2,... ,v 


ou les elements de la suite {x,}, de meme que les fonctionnelles 
de la suite {A"/}, sent supposes lineairement independants et les 
nombres /z et v designent respectivement les nombres les plus 
j^rands possibles de solutions lineairement independantes des 
equations T (x) == 0 et T {X) = 0. 

Designons par Zi ou i = 1, 2, ... , v un element arbitraire tel 
que Ton ait 


( 21 ) 


Xi(zd = I 


1 pour i = j 
0 pour i 7 ^ j. 


Un tel Zi existe, car rensernble lineaire de la forme 

/-I V 

^ ajXj + pyvV; est faiblement ferine et iie contient pas X,. 

/-.i /-/fi 

Designons d’une fagon analogue par Z/ ou z — 1, 2, ... , n la 
fonctionnelle lineaire telle que 


( 22 ) 


Zji^xi) — ^ 


1 pour i = j 


0 pour i 7 ^- j. 

Une telle fonctionnelle Zt existe, car xi n’appartient pas 

i i n 

a Tensemble lineaire ferme de la forme ^ ayATy 4-^ 

Ceci dit, supposons d’abord que v > n. Soit 


0 Pour certains cas particuliers ce theoreme a ete etabli par F. R i e s z, 
1. c., Acta Math. 41 (1918), p. 96—98. En toute generalite, mais formule autre- 
ment, ce theoreme a et6 6tabli par M. T. H. H i 1 d e b r a n d t {Cher vollstetige 
lineare Transformationen, Acta Math. 51 (1928), p. 311—318) et dans I’^nonc^ 
donne ici par M- •!. Schauder, I. c., Studia Mathematica II (1930), p. 183 — 196. 
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(23) R(x) = U (a:) Zi{x) - z,- et W {x) = x - R (x). 

/V.1 

II est facile de voir que Toperation R {x) ainsi definie est 
totalement continue. Nous allons montrer que [’equation — 0 
admet exactement une solution, a savoir a: = 0. 

En effet, admettons que W (x^) = 0. II s’agit de prouver 
que Xq — 0. Or, on a selon (19) et (23): 

(24) W (X,) = x„-R (X,) = T ix,) Z,{x,) • 2 ,- = 0 

/--I 

et comme d’apres (20) 

(25) Xi r (x:) = 0 pour tout x et / = 1, 2, ... , v, 
on tire de (21) et (24) 

(26) XiW (a:o) ^ Z/(a:o) = 0 pour / = 1, 2, . . , n, 

d’ou T {Xq) = 0, ce qui itnplique selon (20) et par definition de n 

n 

que Xq ~ ^ cf.iXi ou «/ sont des nornbres reels correspondanls. En 

vertu de (26) et (22) on a done Ziix^) = a/ = 0 pour tout i ~ 1, 2, ... , n, 
d’ou finalement ~ 0. 

Ceci etabli, on en conclut en vertu du th. 14, p. 154, que 

n 

I’equation a: — /? (x) = T{x) —E Zi(x) = admet une solution. 

Mais on voit aussitot en vertu de (21) et (25) que Xn^i [^”-^('^)] = 0 
et d'autre part, en vertu de (21), que Xn-^\ {Zn^\) ~ 1. La suppo- 
sition que v> n est done impossible. 

V 

Supposons d present que v <n. Soit R{x) ^ Zi(x) • ^/, d’ou 

/=i 

V 

R {X) ^ ^ X {Zi) ' Zi . En procedant comme plus haut, on mon- 

i—l 

V 

trerait alors que Tequation T (X) — ^ X {Zi) Zi = ^ (conjuguee 
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de Tequation T{x) — ^ Zi{x) ‘Zi — ^) admet exactement une solu- 
1^1 

V 

tion, a savoir X L’equation T (X) — 2! ^ (^d ‘ 

vrait done, en vertu du th. 14, p. 154, admettre une solution, ce 
qui est cependant impossible, car on a r(A") * — A" [ /'(x^fi)] — 0 

pour tout Xy d’ou, selon (22), = 0 pour i = 1, 2, ... , n et 

d'autre part Z^j^i{x^^i) = 1. Ainsi la supposition que v < im- 
plique egalement une contradiction. 

§ 3. Valeurs regulUres et valeurs propres dans les equations 
lineaires. 

Adrnettons a present de Toperation U (x) qu'elle est tout 
simplement lineaire, mais maintenons I’hypothese que son con- 
tredomaine est situe dans le domaine E. 

L’operation x — h U (x) est alors lineaire pour tout k reel 
et son operation associee est de la forme X—hU (X) ou U de- 
signe I’operation associee a U, 

Ceci dit, nous allons etudier les equations associees 

(27) x — h U {x) — y et X — h U {X) — K. 

Si, pour un Hq donne, la premiere, resp. la deuxieme des 
equations (27) admet pour tout y, resp. pour tout K, exactement 
une solution, s’appelle valeur reguliire de cette equation; dans 
le cas contraire s appelle sa valeur propre. L’ensemble des 
valeurs propres constitue I’ainsi dit spectre. 

Si JC, resp. Xy satisfait a la premiere, resp. a la seconde, des 
equations 

(28) x-\^hU{x)=^% et A (7(A^) - 0 , 

il porte le nom d* element propre, resp. de fonctionnelle propre, 

En vertu du th. 5, p. 149, les deux equations (27) ont le me- 
me ensemble des valeurs regulieres, done aussi des valeurs 
propres. 
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On enoncera sans peine les th. 1—9, etablis p. 146 — 150, 
pour les equations de la forme (27). Ces theoremes permettent 
de conclure sur la maniere dont se comporte Tune des deux equa- 
tions d’apres celle dont se comporte I’autre et reciproquement. 


Theoreme 16. L ensemble des vaLeurs reguUeres est ouvert. 
Demonstration, etant une valeur reguliere, il existe un 
nombre m> Q remplissant les conditions 

\x — h^U m\x\ et \X — h^U {X) \'> m-\X\, 

On a par consequent pour tout e: 

1 x - (A, + £) f/(A;) 1 : : \ x-h^U{x)\-\z\-\U{x)\ > {m - ^t\-\U\)-\x\ 
et d’une fa^on analogue 

I (A„ + s) U{X)\ >- {m-X\-\U^-\X\. 

II eii resulte que pour des jej assez petits les operations 
^ ^ W X 0 {X) 


ont les operations inverses continues, ce qui a pour consequence, 
en vertu du th. 6, p. 149, que //q + e est egalement une valeur 
reguliere. 


Theoreme 17. 

Demonstration. 


Si \h\< 
Si I ^ I < 



\U\ 


, h est une valeur reguliere ^). 

, les solutions peuvent etre re- 


presentees sous la forme 


(29) 

ou 


a: = h" et X^Y A" V) 


mKy) = U iy) et 


U('KY) = U(Y), 

U^’-KY) = 17 [Ui''-^>(Y)] . 


') C(. S. Banach, 1. c., Fund. Math. Ill (1922), p. 161, Ih. 7. 
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Les series (29) sont convergentes, car on a 

n~i n-\ 

et ^ ^ 

^ lA"t7('')(K)|<J;[|/ti-|t/i]''| Kl. 

n — 1 n--\ 

Or, on obtient de (29): 

U{x) = U (y) + y l-»( V) - ^ V h"U^"^(y) = ~(x-y), 

t-l ' H ft 

d’ou X — h U (x) — y. D’une fagon analogue on a — h U (X) — Y. 
Ainsi les equations (27) adrnettent des solutions pour tout y^ 
resp. pour tout Y. En vertu dii th. 7, p, 149, ces solutions sont 
done uniques et par consequent h en est une valeur reguliere, 
c. q. f. d. 

Theoreme 18. Si Von a pour h ^ h!: 

x-hU{x)=^^ et X-}W{X) = ^), 
alors X (x) = 0. 

En d’autres termes: V element propre de la valeur h est ortho- 
gonal a toute fonctionnelle propre de la valeur h' distincie de h. 
Demonstration. On a X (x) = hX [U (x)] = hU {X) x et com- 
1 h 

me U (A) = ’ il vient A" (a:) =- X (a:). Si h yh h\ on a done 

A {X) - 0. 

§ 4 . Theoremes de Fredholm dans la theorie des equations 
lineaires totalement continues. 

Si, dans les hypotheses du § precedent, I’operalion U {x) 
est en outre supposee totalement continue, on pent enoncer pour 
les equations (28) les theoremes suivants, qui constituent une 
generalisation des theoremes de Fredholm sur les equations 
integrates ^). 


0 Cf. J. S c h a u d e r, 1. c., Studia Mathematica II (1930), p. 183 — 196. 



160 


Chapitre X. Equations fonctionnelles lin^aires. 


Theoreme 19. Les equations (28) ont le mSme nombre fini 
d {h) de solutions independantes, 

Ce n’est qu’im autre enonce du th. 15, p. 154. 

Theoreme 20. Si d {h) = 0, h est une valeur regulUre. 

C’est une consequence des th. 14, p. 154, et 19, qui precede. 

Theoreme 21. Si d{h)'>0 et si 

{x/}, resp. {A"/}, oil i = 1, 2, ... , d (h), 

designent les solutions des equations (28), les equations (27) admet- 
tent des solutions pour tout y tel que Xi{y) = 0, resp. pour tout Y 
tel que Y {xi) = 0. 

C’est une consequence des th. 8, p. 149, resp. 9, p. 150, et 
11, p. 151. 

Nous allons demontrer le 

Theoreme 22. Si V operation lineaire U (x) est totalement con- 
tinue, les valeur s propres de la premiere equation (27) 

y = X — hU(x) 

constituent un ensemble isole}). 

Demonstration. Soit {hn} une suite infinie de valeurs pro- 
pres ou hi ^ hj pour i ^ J. Posons 

X/i = hnU et Xfi ^ t") . 

Montrons d'abord par recurrence que les elements Xn sont 
lineairement independants. 

n~-\ 

En ettet, si a;,, a : 2 , , a:„_i I’etaient, mais Xn^Zo-iXi, on 

n-\ ^ . 

aurait Xn = hnU (Xn) — 2 j hn^iU (Xi), d’ou Xn= ^ hn-~, Xi et par 

n— 1 I h \ 

consequent a, ( 1 - ^ \ Xi = 0. Comme par hypothese ^ 1 


1) Cf. F. R i e s z, 1. c., Acta Math. 41 (1918), p. 90, Satz 12, 
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pour n> i, on voit que deja les elements , Xn-\ ne se- 

raient pas lineairement independants. 

Ceci etabli, soit pour tout /z = 1, 2, ... En Tensemble lineaire 

n 

des elements y de la forme y = il est done ferme et con- 

/=! 

stitue un vrai sous-ensemble de On a pour tout y (^En se- 

Ion (30) = =2''a/(l- d’ou 

1-1 hi i^i \ hi f 

y — hnU (y) C En-\. En vertu du lemme, p. 83, il existe done 
une suite d’elements {y„} remplissant les conditions (17), p. 153. 

Or, supposons, que la suite {/?„} soit convergente. L’opera* 
tion etant totalement continue, la suite {U {hnyn)) formerait done 
un ensemble compact. D’autre part, on a pour q 

(31) I U{h,y,) - U{h„y„) \ = - [y, - h,U {y,) + U (h.y,)] \ 

et, selon (17), yp (2 Ep, ee qui impliqiie, comme nous avons 
vu, que yp - hpU {yp) C Ep-.\\ de meme hqU {yq) C ^<7 C d’ou, 

en vertu de (17) et (31), \U{hpyp)~ U {hqyq)\ > — pour tout 

de sorte que la suite {U {hnyn)} ne formerait pas un ensemble 
compact. 

En raison de cette contradiction, on ne pent pas admettre 
qu’une suite {hn) de valeurs propres en question soit convergente. 
Elies forment done un ensemble isole, c. q. f. d. 

§ 5. Equations inti grates de Fredholm. 

Envisageons maintenant quelques applications des theoremes 
qui viennent d’etre etablis. 

Dans les espaces (Z.l/’^), aux equations de la forme x~hU{x) ~y 
se reduisent les ainsi dites equations integrales de Fredholm, 
dont la forme generate est la suivante 

1 

(32) x{s) — h^K {s, t) X {t) dt ==y {s) , 

0 

ou K (5, t) remplit certaines conditions. 

S. Banach. Th6orie des operations lin^aires. 


11 
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L’equation associee X — h U (X) ^ V preiid Taspect 

1 

(33) A- (0 -/ij K (s, t) X is) ds - V (t) . 

0 

On donnera facileinent I’interpretatjon des theoremes qui 
precedent dans le cas de ces equations integrales. 

Si X (s, t) satisfait aux conditions convenables, Toperation 

1 

lineaire j K(s,t)x{t)dt est totalement continue et en conse- 

0 

quenee les theoremes des §§ 2, 3 et 4 de ce chapitre s’appli- 
queront aux equations (32) et (33). En particulier, les th. 19—21 
prennent alors la forme des theoremes dits de Fredholm (mais, 
bien entendu, iis subsistent aussi en dehors des equations in- 
tegrales). 

§ 6. Equations integrales de Volterra. 

Les equations de la forme 

(34) a: (s) - I K (s, 0 (0 dt , 

0 

ou K(s,t) est une fonction continue, portent le nom d’equations 
de Vo 1 1 e r r a. 

s 

L’operation j K {s, t) x (t} (it est alors totalement continue 

0 

dans les espaces (C) et ou p> 1, 

Nous allons montrer que Tequation 

s 

(35) a: (s) — I /<■ (s, t) X it) d; = 0 

0 

admet la solution unique x (s) ~ 0. 

En effet, admettons que x (5) remplisse cette equation; evi- 
demment x ( 5 ) est une fonction continue. Posons 
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m — max ! ^ ( 5 ) | et M~ max | K (s, t) i . 

^<S<i 0 - s<i 

Id ''to. 

On a done selon (35) 

.V 

(36) \xts)\ ' M 

0 

d’ou I ^( 5 ) I ' M - m s pour 0 " 5 1, ce qui donne, en rempla- 

<,^ant dans (36) x (/) par M - ni' I’inegalite | a : (5) | : M- m 2 • En 

iM • 5 )” 

procedant ainsi de suite, on obtient done | x (5) | pour 

tout n -- 1, 2, , d’ou, evidemment, x (s) 0. 

Ceci etabli, revenons sur I’equation (34). Comme pour 
et y Cl merne que pour x (3 (A^^'O y (Z. I’operation 

.S' 

I K (s, t) X (t) (it est totalement continue, Tequation (34) possede 

() 

d’apres le th. 14, p. 154, pour tout y d (C), resp. y d exac- 
temeiit une solution -v d (0» resp. x (2 


§ 7. Equations integrales symetriques. 


Si I’operation y — U (x) est lineaire pour a: et 3 / de (1^-1), 
I’operation associee X = 0 {Y) peut dtre regardee comme line- 
aire pour A" et K de (A^'O- 

En effet, toute fonctionnelle lineaire dans (Z.^^)) etant (cf. 

1 

Chap. IV, § 4, p. 64) de la forme f X (t) x (t) dt ou V(t)C(^^% 

0 

nous pouvons considerer V (t) comme representant cette fon- 
ctionnelle. 

L’operation U {x) s’appelle symetrique, lorsque 


(37) j y U (x) d( =j X U (y) dt pour x C (O et y C. iO- 
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1 1 _ 

Comme J y U (x) dt = j x U (y) dt, toute operation symetrique 

0 b 

coincide avec son operation assocUe. 

Lorsque la fonction K (s, t) est symetrique (c. a d. que 
Ton a partout K {s, t) = K (t, s)) et en outre I'integrale double 
1 1 

1 K(s,t) X (t)y (s) ds dt existe pour tous x d et y C 

b b 


les operations 


(38) 


V 


U (^) = I'K (s, t) X (t) dt^y (s), 
b 

1 

{x) — X {s) — h ^ K (5, t) X (t) dt — y (s) 


sont des operations lineaires et symetriques, car elles remplis- 
sent la condition (37). 

Les equations de la forme (38) portent le nom ^'equations 
integrales symetriques. 

Theoreme.23. Si ]V operation U (x) est symetrique, la valeur 
du para met re h de V ope rat ion de la forme x — h U (a:) = y est re- 
guliere, lorsque cette operation admet Voperation inverse continue 
ou bien lorsque cette equation est soluble pour tout y. 

La demonstration resulte des th. 3 et 4, p. 148, a la suite 
du fait que I'equation en question est dans ces conditions iden- 
tique a I’equation associee. 
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Isom^trie, Equivalence, isomorphie. 

§ 1 . Isometric. 

Soient E et des espaces metriques (v. Introduction, § 7, p. 8) 
ei y — U (.v), ou x (2 E et 3; E^, une operation biunivoque trans- 

formant E eii E^ tout entier. On dit que cette transformation est 
isometriqiw, lorsqu’elle n’altere pas la distance, c. a d. lorsqu’on a 

iyi,y-2) oil 3/1 - U{x{) et y, - U {x^^) 

pour tout couple Xi,X2 d’elements de E. 

Si E et E^ sont des espaces vectoriels et normes, nous di- 
sons que la transformation de E en E^ donnee par I’operation 
y ~ U (x) est lineaire, lorsque I’operation U (,\:) est lineaire. 

Les espaces vectoriels normes etant des espaces metriques 
(cf. Chap. IV, § 1, p. 53), on pent considerer aussi les transforma- 
tions isometriques de ces espaces Tun en I’autre. 

§ 2. Les espaces {D) et (/-). 

Theoreme 1. Les espaces {IJ) et (L^) sont isometriques. 

Demonstration. Soit, en effet, {x/(0} ou 0 • t " 1 une suite 
quelconque orthogonale, normee et complete. Si x {D), on a, 
comme on sait, 

1 

(1) 2 , [i ^ f = j ■ 

0 0 

1 

En designant done par U (x) la suite y ^ {tj/} ou = j Xi(t) x (t) dt^ 



166 


Chapitre XI. Isom^trie, equivalence, isomorphic. 


on a en vertu de (1) 3^ d et \U(x)\=^\x\. Comme additive 
et n’alterant pas la norme, I’operation y ^ U (x) est lineaire. Or, 
on sait de la theorie des series orthogonales qu’il existe pour 
tout V d (^0 une et une seule function .v (t) CZ telle que 
(x), 

Ainsi I’operation lineaire y = U (x) transforine (fJ) en (/“) 
d’une fa^on biunivoque et sans alterer la norme, done la distance. 
Les espaces (D) et (/“) sont par consequent isometriques. 

Remarque. Nous verrons dans la suite que les espaces 
et ne sont isometriques que dans le cas ou p ~ q = 2. C’est 
une consequence du corollaire (Chap. XII, § 3), p. 206. 

§ 3. Transformations isomHriques des espaces vectoriels 
normes. 

Theoreme 2. Toute transformation isonnHrique U {x) d'un 
espace vectoriel norme en an autre^ telle que U (B) — 0, est lineaire ^). 

Demonstration. Soit d’abord E un espace (D) arbitraire et 
Xi, ^2 un couple quelconque de points de E. 

Designons par I’ensemble des points x (ffE tels que 

(2) (X, Xi) - (x, x,>) - Y '^ 2 ) 

et, pour n = 2, 3, ... , par Hn I’ensemble des points x d 1 
sujettis pour tout z d Dn~\ a Tinegalite 

(3) {X, z) • 3 (/y„ ,), 

ou 0 {Hn-^) designe le diametre de I’ensemble c. a d. la 

borne superieure des distances de ses points. 

La suite {//„} etant ainsi definie, on a 

(4) lim 0 (//„) 0 . 


0 Cc tbeoremo a ete etabli par MM. S. Mazur et S. U 1 a m (v. Comp- 
tes Rendus de I'Acad. des Sc. 194, Paris 1932, p. 946-948). 
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En effet, si les ensembles //,, ne sont pas vides, on a pour tout couple 
x\x" de points de //„: (puisque par definition //, ) //s ) ... 3 //„ j ...), 

done, en vertii de bS), {x\x'') " ^ i)? Par consequent 

d’oii 0 ^0 (//,), et d’antre part, on a en vertu de (2), pour tout cou- 
ple x',x'' de points de //, I’in^galite (.v', .r'') * ; (a'V''i) + -'^i) -- -'-j), done 

o(/y,) :(Xj,x-J et par consequent o (A/^) ^ (-^'n dob I’^galitd (4). 

II en resulte qiie la partie commune des ensembles Hn (lors- 
qu’elle n’est pas vide) se reduit a un point. Nous appellerons ce 
point le centre du couple x,. 

Ceci dit, soil E un espace vectoriel nornie. Pour tous deux 
points a:' et x" de E on a done 

(x\ X”) =^lx' -X"!. 

Posons X rr= Xi + X — pour x On voit aisement par 

induction que 

(5) X Cl entraine x Cl Hn pour tout n --- 1, 2, ... 


En effet, si .v ; on a | .v — a', i = j a' — a^, | et [a — a '2 


done I A — Ai 1 = j A — A., j 


i A, — A'^ I , d’ou selon (2) a C et, en admettant 


que la relation (5) est vraie pour n — 1, on a en consequence pour x'C_H^^ ^ 
A, -j- A^ — x' i, //„_]. Si A _ on a done selon (3) | .v — a' | = | (x -[-X — .a') — a 1 
y rt’ofi 

Nous allons montrer que le point i ^ (Xj + Xo) est le cen- 
tre du couple Xj, Xo. On a, en effet, H^, car | Xj — ^ | — | X2 - ^ | — 

" - I x^ “ x., I . Admettons done que ^ (C Hn-]. Pour tout x(C 
2 

on a en vertu de (5) x^ + x, - x x C 1 et comme 2 | ^ — x ] = 

I Xi + *^2 ” 2x I = I X — X C 0 (/^_]), on conclut que Ic — xj 
< A 3 (Hn-]), d’ou i (C Hn. Comme appartenant a Hn pour tout 
n naturel, le point ^ est done le centre de Xj, x^. 
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Ceci etabli, soil egalement un espace vectoriel norme et 
y ~ U (a:), ou X Cl E et y (C une operation isometrique trans- 
formant E en £1 tout entier de fa^on que U (H) = O. La notion 
de centre etant definie d'une fa^on metrique, on apergoit faci- 
lement que le centre du couple quelconque de points de E 

se trouvera transforme en centre du couple U (x^), U (x^) de £ 1 . 
On a done 


U 


(Xi + X2) 


= - [U(x,)-^U (x,)l pour x,C^^ -^2 C 
2 


d’ou, en posant x^ = x et X 2 on obtient par suite de Thypo- 
these que U (0) — B: 


U 



= yi/W 


pour tout X (_ E . 


II en resulte pour des points arbitraires x^ et A '2 de E que: 


U (x^ + X 2 ) == V - (2x^ -f 2 x 2 ) 


= ~ L'(2.x:,) + -’ U(2x,) 


U (X,) + U (x.^. 


Ainsi Toperation U (x) est additive et, par suite de sa con- 
tinuite, lineaire. II en est done de meme de la transformation 
y -= U (a), c. q. f. d. 

§ 4. Espace des fonctions reelles continues. 

Etant donne un ensemble quelconque Q metrique, complet 
et compact (cf. Introduction, § 7, p. 9), on peut considerer I’en- 
semble E des fonctions reelles continues x {q) definies pour q Cl Q 
comine un espace du type (£), si Ton definit dans E de la fagon 
usuelle Taddition et la multiplication par nombres et choisit 
cornme norme le maximum du module de la fonction. 


Lemme. Soil x (q) CUE oil q (C Q- Pour qu'on ait pour un 
element donne q^ (C Q l^inegalite 

(6) I A {q,;) \>\x{<])\ pour tout q ^ qo, 

il faut et il stiff it que 
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(7) 


lim 11 A : + / tz || — 11 a :|1 


Qxisie pour tout z {q) C 

En outre, si la fonction x (q) satisfait d linegalite (6), on a: 

lim II — [1^ II ^ 2 : (^o) ■ sign ^ (<7o) POur tout z {q) C 

/J-X3 h 

Demonstration, La condition est n e c e s s a i r e. En effet, 
on a 1-^ II = I (<7o) I et comme la fonction continue \x-\-hz\ attaint 
son maximum, on obtient 

(8) I JC ((/„) + hz (<7„) 1 -H a: (?o) I < 1! a: + !i - I a: H =- 

= I X (<7„) + hz {q ,,) ! - 1 a: (<7„) 1 , 

oil qh est uQ point dependant de h et appartenant a Q. Or, on 
tire de (8) \x{q,) + hz{q,)\ • 'i x (^/,) + //z ((//,) | et par consequent 
0 <- ■ 1 a: (i/o) 1 - 1 X (q„) \ : h \ - I z (</„) ; -f 1 A i ■ ! z (<?/,) < 2 : * 1 • H 2 ,1, d’oii 

lim jxO/„)i -^ ! -r (<7o)i • II en resulte par suite de la compacticite 

h >0 

de Q qiie 

(9) lime//, = </„. 

// >0 

Ceci etabli, exarninons d'abord le cas ou a: (q^) > 0. 11 exi- 

ste alors un s > 0 tel que Ton ait pour \ h\ < £ Tegalite 

1 X (^ 7 o) + hz (q,) \-\x (^/,) I - a: (q,) -f hz {q,) - X {q,) = hz {q,) 


et, en vertu de (9), 


I x (qn) + hz {qh) i — ^ x {q^^ | = a: {qh) + hz {qn) - x (q.^) < hz {qj), 

d’ou; selon (8), hz{q,) < Ha; + - H a:|1 < hz{qn) et par conse- 

quent, encore en raison de (9) et par suite de la continuite de z {q), 



/j->o h 


Z i‘h) ■ 


Dans le cas on x((7o)<0 on obliendrait, en procedant d’une 
fa^on analogue, 
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lim — 

h >0 h 


X 


- Z (^o) . 


Nous avons ainsi demontre la necessite de la condition 
(rexistence de la limite ( 7 )) el, en meme temps, la deuxieme 
partie dii lemme. 

Pour montrer que la condition est suffisante, supposons 
que le module de la fonction .v {q) atteigne son maximum dans 
deux points distincts et qi de Q, c. a d. que 

: X ((/„) ; ^ X (<7i) ! > \x{q)\ pour tout q (Z.Q- 

Dans le cas ou a: {q^^) > 0 posons 2: (<7) — {q, q{). II vienl: 
x^- hz x ^ X (f/o) + h (<7o, ^ 1 ) - a: {q^), d’ou 


( 10 ) 


lim -inf ^ ‘ (^7,,, 

//-vfo h 


On a en meme temps i x + hz'\ — | .v :| > | x {q^ + h {q^^, q^) — 
— X (<7i) = 0, d’ou 

/iix r \'.X-{- hz \~-^\x\ 

(11) lim sup - * 0 , 

h >-(» h 

et les inegalites (10) et (11) montrent rimpossibilile de I’existence 
de la limite ( 7 ). 

Dans le cas ou (<7o) < 0 on parviendrait, en posant 
z ~ — (^7, q^), a la meme conclusion, c. q. f. d. 

On appelle deux ensembles homeomorphes^ lorsqu’il existe 
une transformation biunivoque et bicontinue de Tun en Tautre. 

Theoreme 3 . Pour que deux ensembles metriques, complets et 
compacts Q et soient homeomorphes, il faut et il siiffit que les 
e spaces E et E^ des fo net ions reelles continues definies dans ces 
ensembles soient isometriques. 

Demonstration. Necessite. On verif ie facilement que, 
d' ~ f 0 X 1 q (Z Q et q' (2 Qi, designant une transformation biu- 
nivoque et bicontinue de Q en Qi tout entier, la transformation 
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de en E qui fait correspondre a toute fonction y {q') d A 
la fonction x (q) ^ y [/ (t/)] CZ ^ ^st isoinetrique. 

Suffisance. Les espaces E et E^^ etant supposes isome- 
triques, soit y ~ V {x) I’operation biunivoque qui transforme E 
en d tout entier, en faisant correspondre a toute fonction {q) d E 
la fonction y {q’) d de fa^ton que Ij V (x^) — V (X 2 ) j = ! x^ — Xo || 
pour tons et de E. 

En posant U (x) V (x) V (W), on aper^oit aiseinent que 
I’operation U (x) jouit exacteinent des memes proprietes et qu’on 
a en outre 6^ (0) — En vertu du th. 2, p. 166, Toperation 

y ~ U (x) est done lineaire. 

Soit q^j un point donne de Q et x (q) CZ E oii q C_ Q une 
fonction satisfaisant a I’inegalite (6) du lemme, p. 168. Comme 
I’operation y — U (x) n’altere pas la norme, on a pour tout nom- 
bre //, en posant U (z) t ou 2 : d 

II X 4* //-S ,| — |! X ,| i! — 

h h 

d'ou, en vertu du lemine precedent, 

(12) z ((/„) • sign A- (</„) - lim ' ‘ ' 

/e-yo h 

Or, comme Toperation U (z) transforme E en d tout entier, 
la lirnite (12) existe pour tout t CZ d- ^ existe par consequent, en 
vertu du lemme, un q', CZ Qi 1 (^/o) "" Zv (</') | pour tout 

point q' -/■ (/', de Qi et que 

lim t {q'Z) • sign y (q'J pour tout t d ^ 1 • 

//->o h 

On en conclut en vertu de (12) que z {qZ) • sign x {qZ) = 
= t • sign y (</'„), d’ou, en posant £ (t/'J = sign a (t/„) ■ sign y {q'J, 
on obtient la relation suivante enlre c/o d Q <7o Cl Qv 

(13) t {q'„) = z(q„) t{q[) oil e (</;) ] = 1 
et qui subsiste pour tout z (2.E ei f — U ( 2 ). 
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Envisageons done la fonction 

qui transforme Q en Q^. 

Cette transformation est biunivoque. En effet, Tegalite q\ = q'^ 
ou q\ -=/(<7i) et q\^f{q2) donne en vertu de ( 13 ) \z{q^)\ = \z{q^)\ 
pour toute fonction z E, ce qui entraine I’egalite = q 2 , puis- 
qu’elle se presente en particulier pour la fonction 2: {q) — {q, q^). 
La fonction /transforme en outre Q en tout entier. En effet, 

(juel que soit q' (“ Qi, on a d’apres (13), en posant t {q^) = — » 

1 + {q\ q') 

(14) i ^ (q,) i = / ^ pour tout q, C Q • 

1 4 - (^ 0 '^ '/ ) 

Or, comme z — 4 i ~ 1, il existe un q^ Cl Q 1^1 que | z (q^) — 1. 
Pour le point q': =^f(qo) on a done, selon (14), ~ - — 1 , 

1 + (^/o» q’) 

d’ou (<7j„ q') ~ 0 et par consequent q’ q\^. 

Enfin, la transformation / est continue. En effet, soit 
et q„^^f{qn) pour « = 1 , 2 , ... 11 vient, selon ( 13 ), 

n >00 

lirn I / (^'^) I ^ / (</',) pour tout t C ^\y ^’oo on particulier pour 
t iq') = (q', q[) on a litn {q\,, q\) (<7^, q[) = 0 et par consequent 

n - > - 

lim 9; -= <7,;. 

// 

II en resulte par suite de la compacticite de Q et que 
ces ensembles soul homeomorplies, c. q. f. d. 

Remarque. On voit de cette demonstration que si I’ope- 
ration p ^ U (x) transforme I’espace E en espace E^ d’une fagon 
isometrique et si U ( 0 ) — 0 , il existe une fonction q' = / (q) trans- 
formant Pensemble Q en Qj par homeomorphie et une fonction 
continue s (q') telle que 

3/ (<7') = x [/-'(?’)]•£ (<7') od y=U{x) et i £ (^') | = 1 . 

Applications. Le th. 3 qui precede implique en particulier que 
Tespace (C)des fonclions continues x{t) definies pour 0 < <C 1 



§ 5. Rotations. 


173 


n'est pas isometrique avec celui des fonctions continues a: («, v) 
de deux variables u et definies dans le carre 0 < < 1, 

0 < <1/ < 1. 

Cependant I'espace des fonctions a pAeme puissance som- 
mable definies dans Tintervalle 0 < < 1 est isometrique avec 

celui des fonctions a ;7-ieme puissance sommable definies dans 
le carre 0 <! 1, 0 < z/ 1. II existe, en effet, une fonction 

biunivoque / = cp (m, v) qui transforme ce carre (sauf un ensemble 
de mesure nulle) en intervalle [0,1] (encore sauf un ensemble de 
mesure nulle) de maniere que ies ensembles mesurables se trou- 
vent transformes en ensembles de mesure egale. 

En faisant done correspondre a toute fonction x (1) 
la fonction y («, 'v) = x [(p (a, v)], on obtient une transformation 
des deux espaces fonctionnels Tun en I’autre qui, comme il est 
facile de voir, n’altere pas les distances. 

§ 5. Rotations, 

Nous appelons rotation d'un espace E du type {B) autour 
da point C ^ toute transformation biunivoque et isometrique 
de E en E tout entier qui en transforme le point x^ en x^. 

En vertu du th. 2, p. 166, toute rotation autour de 0 est une 
transformation lineaire. 

Nous aliens etudier les rotations dans quelques cas parti- 
culiers des espaces du type (B), 

Espace (C), La rotation la plus generate dans (C) autour de 0 
est donnee par Voperation de la forme 

(0 = e • a: [a , 

oil x{t)(Z.{C), e = + 1 ou — 1 independamment de x ft) et a {t) est 
une fonction arbitrairement choisie qui transforme V intervalle ferme 

0 < ^ < 1 en lui-meme d'une fagon biunivoque. 

La demonstration resulte de la remarque, p. 172, en tenant 
compte du fait que, e {t) etant une fonction continue telle que 

1 e (^) I = 1, on a e {t) = const. 
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Espace (c). Nous pouvons considerer cet espace comme 
celui des fonctions continues definies dans un ensemble borne et 
ferine de nombres reels ayant un seul point d’accuniulation. 
En vertu de la remarque, p. 172, on en deduit facilenient le the- 
oreme suivant. 

La rotation la plus generalc dans (c) aiitonr de (-) est donnee 
par V operation y = ^ W oh 

X — {srr} CZ y ~ v*vu CZ (^) ~ 

{£„} dcsignant line suite conver genie qiielconque telle que | £„ | 1 pour 

/z--l,2, ... ei cp (/i) line fond ion arbitrairenient clwisie qiii trans- 
forme d'une maniere biiinivoqiie V ensemble des nombres nature is en 
lui-meme. 

Espace (E). Toute rotation de (E) autoiir de H est de la forme 

\ 

(15) y(0 = E I 

// 1 

(1 

oil X (t) r (L2) et {a,,(0}, sont des suites arbitraires, completes 

dans (L-), de fonctions ortfiogonales normees definies pour 0 - 1. 

Demonstration. On a d’apres (15) 

] ^ . 1 1 

I >(^) dt - I ■* (t) rf/j* = j'xHt) dt, 

d’ou ILyn ^ h^l Toute transformation de la forme (15) est done 
en effet une rotation autour de 0. 

Reciproquement, soient: y == U (x) une rotation autour de 0 
donnee dans (L}) et {a„(Z)} une suite quelconque, complete dans {L?), 
orthogonale et normee. En posant %(t) U \o.„{t)\ ou n ^ 1, 2, ... , 
on a done 

1 

X {t) a„(0 I a„{0 X (0 dt 

«.i -J 

et par consequent y (t) = U [x (<)J est de la forme (15). De plus, 
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1 1 1 

(16) I P;,(0 dt = [a„(0] dt = I dt - 1 

0 0 0 

et comme p,(0 + P;(0 == ^ [“^(0 + on a pour i ^ j 

I 1 

('[?/(0 + MtW dt = + a;(OF = 2 , 

0 0 
d’ou en vertu de (16) 

i 

(17) I p,(0 py(/) dt ~ 0 pour i # j. 

En consequence, si pour une fonction {t) (^“) on a 

1 

j P'/(0 P (0 quel que soit n ^ 1, 2, ... , on aura d’apres (15) 

0 

1 

I y (0 P (^) ~ pour toute fonction y {t) C (^")» do sorte que 

0 

P (0 — 0. II en resulte en vertu de (16) et (17) que {P«(0} ost 
une suite complete dans {IJ) de fonctions ortho^jonales et normees. 

Espace {E). On pent enoncer pour (/-) un theoreme tout 
ii fait analogue. C’est une consequence de risoinetrie des espaces 
(L2) et {E) (v. th. 1, p. 165). 


Espaces et oil 1 On a les lemines suivants: 

1. Etant donnee une rotation y E{x) de (/.^^'^), oil 1 -■yp^2, 
aiitoiir de 0, si on a pour un couple x^{t)^ x.,{t) de fonctions appar- 
tenant d L 

(18) A:i(/) • x,(0 = 0 presqiie partout dans [0,1], 

alors pour le couple y^it), yS)’> y^ -- U {x^) et y^ ^ U on 
a egalement 

(19) y^ {i) y2 (0 = 0 presque partout dans [0,1 j. 

Demonstration. Pour tout couple de nombres a, p on a par 
hypothese, d’apres (18), || a + P -^ 2 1!^ = i ■ 11 1;^ + I P • li a :2 ||^ 
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d’ou par definition de ei y 2 il vient = I 113^111^ + 

+ 1 P K" ' il ^2 11^ par consequent 


( 20 ) 






L 1 


Dans le cas ou p ~ 1, on en tire, en posant successivement 

1 1 

a = p=:l et a=:-p = l, la relation j bi(0 + y2(0i^^ = / |yi(0”y2(0 1 

0 il 

1 

= / [ iyi(0 1 + |y2(0 ] Qui n’est possible que lorsque la condition 

i) 

(19) est realisee. 

Dans le cas ou /? > 2, on obtient de la relation (20), en 
designant par // I’ensemble des valeurs de ^C[^4] pour lesquelles 
Vi(0 ‘^2(0 relation 


( 21 ) 


f i o-yyit) + \'’dt^\a. pj \y,(t) \P + \[^pj \y.At) \" dt, 


qui donne, en y posant f (a, 0 = k .yi(0 + egalites 


(22) ^ ? = p I ayi(0 + Py2(0 • sign [ayi(0 + Py2(0] y^O 

d a 


et 


(23) 


0 0? 


= p(p-\)\a yi(0 + P y2(0 ^ yiCO. 

( ) 

rVo-iA 


Or, comme i ay40 + Py2(0 r " C et yi(0 C on 

c^cpl 

I 

0 // 


da. dtj d'ou 


constate aisement I’existence de Tintegrale j 

0 // 

selon (22) 

(24) j' ^ I 'f ^)dt =p- sign ala j/-' J l_Vi(0 |p dt 

k H H 

et par consequent / = 0; il en resulte aussitot (puisqu’ 

// a — 0 
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a selon (23) ^ ^ > 0) que / dt, d ou selon (24) 

d 0? ■' d ,/ d a 


dt = p (p ~ 1) \ CL }/'-2 / 1 j;i(/) dt et par consequent selon (23) 
i, f, 

(25) I’l ay, it) + [3 y,it) \ p~^ ylit) dt=^\a ^\y,it) j/- dt. 


On tire de (25), en posant a = 0 et p = 1 Tegalite 


(26) jlyzd)'/’ = 

H 

ce qui entraine par definition de H que m H ~ 0 ^). 

Enfin, dans le cas ou 1 < /? < 2, considerons pour / = 1 et 2 
1 

la foncttonnelle Viiy) = j Viit) y (t) dt ou y (t) et Vi(t) — 

^ LV/(0 ■ sign 3//(0. L’operation conjiiguee X = U (V) esi une 

* ( _ 

rotation de I’espace {L autour de B 2). Posons Xi = U (Yi) 

1 

et Xi{x) j Xi{t) X {t) dt ou X (3 (^^^0* On a Xi{Xi) = Yi(yi) = 
0 

^1 1 ‘ l3^/ 1 == 1^^ I I U vertu de I’inegalite de R i e s z 

Xi(t) = 0 pour les inemes valeurs de t que Xi{t) ~ 0. Par conse- 


quent X^if) • Xnit) = 0 et comme 2, 


on conclut en vertu 


du cas precedent, que Y^t) ' Y 2 {t) — 0, done que >^ 1(0 \V2('5) = 0. 
La condition (19) se trouve ainsi demontree. 


2. Etant donnde me rotation y = U (x) de ou Kp^l 
autour de 0, si on a pour deux suites = {^^9} et X 2 = appar- 
tenant d (/(/'^) 

= 0 pour /z = 1, 2, ... , 


q mH d^signe la mesure de Tensemble H (cf. Introduction, p. 3). 

2) Pour la demonstration de ce fait, voir plus loin celle du tli. 11, p. 188. 
S, Banach. Th6orie des operations lin^aires. 12 
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alors pour les suites U (x^) ~ et U {x^) == on a 
egalement 

^ 0 pQllJ. n—\y2, ... 

La demonstration est analogue a celle du lemme precedent 
pour les espaces (^^0> modifications a apporter etant evidentes. 

Les deux lemmes donnent respectivement les theoremes 
suivants sur la forme generale des rotations. 


L Etant donnee une rotation y — U (x) de lespace oil 

1 jP 2, autour de €), il existe deux fo net ions cp {t) et (jj {t) definies 
pour 0 < ^ < 1 et telles que les conditions suivantes soient remplies: 

(a) la fonction cp (t) transforme biunivoquement Vintervalle 
fermd [0,1] presque entier en meme intervalle presque entier de fagon 
que les ensembles mesurables se trouvent transformes en ensembles 
mesurables et reciproquement, 

(b) on a pour presque tout t (ff [0,1] 


MO 


= lir 

n-^ 


lim 

- 1-0 


m I [t, t + Wl 


oil l[t^t + h] designe Vimage de Vintervalle ferme [0 t h\ donnee 

par la fonction ^ (c, d d, Vensemble des points cp (5) pour t s t hy 

(c) on a pour tout x C 

y{t)^x[^(t)y^{t) 

oil y(t) = U [x {t)l 

Riciproquement, si cp ft) est une fonction satisfaisant d la con- 
dition (a), il existe une fonction cj) ft) definie par (b) et V operation 
y ^ U {x) definie par (c) est une rotation de autour de 0 0- 

II. Etant donnde une rotation guelconque y^U{x) de Vespace 
{/(^)) oil 1 <. /7 7 ^ 2 autour de 0 , il existe une fonction cp (w) et une 
suite de nombres {s^,} telles que 


‘) pour la demonstration de ce thdoreme voir S. Banacb, Sur les ro- 
tations dans les champs des fonctions integrables avec p-ieme puissance, Studia 
Mathematica IV (a paraitre). 
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(a) la fonction 9 (n) transforme V ensemble des nombres na- 
turels tout entier en lui-mime d'une maniire biunivoque, 

(b) on a \ = ^ pour n = 1 , 2 , ... , 

(c) on a pour tout couple de suites x = {;„} ^t 

y-^{^n)Cm ouy==U(x) 

V]n = £« • 4cp(«) pour n== 1,2, ... 


Reclproquement, pour 9 {n) et {s/x} quelconques satis faisant aux 
conditions (a) et (b), V operation y == U {x) definie par la condition 
(c) est une rotation. 

Demonstration. Soit d’abord y — U {x) une rotation de {l^^) 
autour de 0. Posons 


(27) 


I 1 pour i — n 
( 0 pour i^n 


et Xi = pour i = 1, 2, ... On a evidemment pour tout 

(28) •< £/ Xi . 


En posant yi = U {Xt) — on a done en vertu de (28) pour 
y==U{x)=^ {rin} I’egalite y = S ^tyh d’ou 

/—I 


(29) i]n 5/ Ilf pour n = 1 , 2 , ... 


Selon (27) on a = 0, lorsque i ^ y, on en conclut en 

vertu du lemme, p. 177, 2, que 

(30) irjW ■ rfj'i = 0 pour et n = 1 , 2 , ... 

Commej/peut etre une suite quelconque appartenant k 
il n’existe en vertu de (29) et (30) pour tout n naturel qu’un seul 
nombre <p («) tel que 0. II en rdsulte d’apres (29) que Ton a 
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(31) = et rt = l, 2 , ..., 

ce qui realise la condition (r). 

D’autre part, entraine <p («i) ^ 9 (^3), car dans le cas 

contraire on aurait selon (31) pour toute suite {rin} Tegalite 

_ e„ = 0 qui est impossible; et s’il existait un naturel 
tel qii’on ait 9(w)v^Wo pour /2 = 1, 2, , on aurait selon (31) pour 

la suite x — {4^} ou 

^ ^ ( 1 pour n Hq 

\ 0 pour n ^ 

I’egalite = 0 pour rt = l,2, ce qui est aussi impossible. Ainsi 
la condition (a) se trouve egalement demontree. 

Enfin, on a par definition de la rotation: \y\^\x\, ce qui 
donne en vertu de (31) 

(32) ^ 1^ • ! Sn I I'’ pour tout X - C 

En consequence, si on choisit, pour tout naturel arbitrairement 
donne, la suite jc = m de fa^on a avoir 

_ I 1 pour n = /Zo 

( 0 pour n n^y 

on obtient de (32) | = 1, d’ou |£„J = 1, ce qui prouve la con- 

dition (b). 

La reciproque est evidente. 

§ 6. Isomorphie et equivalence. 

Deux espaces E et E^ du type (F) s’appellent isomorphes, 
lorsqu’il existe une operation biunivoque et lineair^ qui transforme 
E en Fi tout entier. 

Soit y = U{x), o\x X CL E y (Z cette operation; en vertu 
du th. 5 (Chap. Ill, § 3), p. 41, Toperation inverse x^lJ-^^y) est 
egalement lineaire, de sorte que Toperation y = U (x) transforme 
E en El d’une maniere bicontinue. 

Les espaces E et Fj sont dits equivalents, lorsquil existe une 
operation biunivoque et lineaire y-U{x) qui transforme E en Fj 
de fa^on que \y\=\x\ pour tout xC.E, 
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L’equivalence de deux espaces en entrame par consequent 
I’isomorphie, mais, comme nous le verrons, la reciproque n est 
pas vraie. 

Considerons deux exemples. 

1^ Soil (Co) I’espace des suites de nombres reels convergentes 
vers 0. On a le theoreme: 

Les espaces (c) et (Cq) sont isomorphes. 

En effet, en posant pour x = C (^) 

7]i = lim et ~ — Tj, pour i > 1, 

on a evidemment lim'r]^ =0, d’oii, en posant on a yC{Co) et il est 

i 

facile de voir qiie I’operation y ■-= U (x) ainsi definie est additive et remplit la 
condition | (/ (;c) |< 2 1 .v |; elle est done liiieaire. 

R^ciproquement, si = {v].} C (Co), on n’a qua poser pour a: = {%^) 

^ Vhl + “'ll ^ = b 2, ... , 

pour-obtenir .vC(r), puisque lim = r,i, et pour voir qiie y = 0 entraine a; = 0. 

L’operation y — U (x) est done liueaire et determine une transformation 
biunivoque de (c) en (Cq). 

2®. Les espaces des fonctionnelles lineaires definies dans 
(/.(rt), (/(")) oil p>\, (i), (/) et (c) 
sont equivalents respectivement aux espaces 

(Z.W)), (/(")) ou y+ J =1, (M), {m) et (/). 

Ce n’est qu’une autre fa^on de formuler les th^oremes sur la forme 
g6nerale des fonetionnelles lineaires etablis au Chap. IV, § 4 (voir p. 61 — 68). 

Le th. 2, p. 166, implique iinmediatement le 
Theoreme 4. Les espaces E et du type {8) qiii sont Iso- 
m^triques sont equivalents. 

§ 7. Prodiiits des espaces du type (B), 

Btant donnes deux espaces E et E^ du type {B), designons 
par Ex El I’espace que constitue Pensemble de tous les couples 
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ordonnes x^y ou x^^E et 3 / (3 ^i, lorsqu’on y definit Taddition 
et la multiplication par nombres, en posant 

x,y + x\y' = X x'y y + y et h x^y = hx, hy 

(bien entendu, ou x^ (Z y (1 ^ etant un nombre) et en y 

definissant la norme de fa^on que la condition suivante soit 
remplie: 

(33) lim Xn = Xq et limy« = 3/0 equivaut a lim || Xn^yn — x^,y^ || = 0, 

n->c>o /J->oo /Z-->c>o 

Ainsi defini, Tespace Ey^E^ est egalement du type (B). Nous 
Tappellerons produit des espaces E et E^^. 

II est aise de voir que la condition (33) se trouvera remplie, 
si on admet en particulier comme norme du couple z = x,y Tune 
ou Tautre des expressions 

1) !i^ii ^ [li •«['’ + II y|i]" oup::>i, 

2) llzl! = max[li^|i, ijj/||] 

et qu elles ne sont pas les seules convenables pour remplir cette 
condition. Or, on aper^oit aussitot qu'en choisissant des normes 
quelconques, pourvu qu’elles soient conformes a la conditions (33), 
on obtiendra toujours des espaces isomorphes. 

Pour mettre en evidence quelle norme a ete adoptee, con- 
venons de designer le produit des espaces E et E^ dans le cas 
de la norme 1) par {E X E^)iP et dans celui de la norme 2) par 
(£ X E^)m. 

On definit de la meme fagon le produit d’un nombre fini 
d’espaces E^ X ^2 X ... X En du type {B). II est evident que le pro- 
duit des espaces separables est un espace separable. 

Le produit E XE portera le nom du carre de E et sera de- 
signe par E-. 

Theoreme 5. Les espaces (/L<^1), (/(^O ou p >1 et (c) sont 
isomorphes respectivement avec leur carri. 

Demonstration, II suffit de faire correspondre a toute fon- 
ction X {t) d le couple des fonctions Xyyt),X 2 {t) definies par 
les formulas 
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Xi(t) = a: |-|-j et x^it) = ■* + y) 


oil 0 < ^ < 1 , 


pour avoir une transformation biuni voque et lineaire de {L^p^) en 

De meme, il suffit de faire correspondre a toute suite 
= {^4 C couple de suites ~ {?]„}, X2 — {C 4 definies 

par les formules 

VJ/i == ^2n Cn — ^2/t— t 0\t AZ == 1, 2, ... , 

pour que Tespace se trouve transforme en {ISp^Y d’une ma- 

niere biunivoque et lineaire. 

Enfin, faisons correspondre a toute suite x ~ {^,2} (4 

couple x^ = {73,,}, JC2 = {Cn} defini par les formules 

= et C/I = 52 /If 1 — lim'En + oil zz = 1, 2, ... 

n 

11 vient 

5i = lim C/i, 52/1 = '5^/1 + lim C/i et 52/if 1 = + lim '/jn oil /z = 1, 2, ... 

n->^ /z->oo 


et on voit que c’est une transformation biunivoque et lineaire 
de (c) en {cY, 

Theor^me 6. Uespace (C) est isomorphe avec le prodait 

{C)x(cyy 

Demonstration, Designons par E le sous-espace de (C) for- 
me de fonctions a: (Z) (3 (C) qui satisfont a la condition 

( rt ) ~ ^ /z = 1 , 2 , ... 

Construisons pour toute fonction a; (Z) CI (Q une function 
X (t) (Z{C) telle que x | j = x j et qui soit lineaire dans les 

intervalles f — pour tout n naturel. 

[n + l n\ ^ 

Faisons correspondre a tout x (t) (2 (Q le couple (forme 
d'une fonction et d’une suite de nombres) 


Ce th6oreme a 6t6 6tabli par M. K. Borsuk. 
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y (0, j| oil y{t) = x (t) - x (t). 

On a evidemment y E et | x ^ C W- 

II est facile de voir que la transformation etablie par cette 
correspondance est lineaire. 

On aperQoit egalenient que pour tout couple y C (c) 

il existe une fonction continue x (t) telle que y (t) == x (t) — a: (t) 

et ^ I pour n — 1, 2, ... , de sorte que la transformation 

consideree est biunivoque et epuise les espaces (C) et {c) 
entierement. Ces deux espaces sont done isomorphes. 

II en resulte I’isomorphie des espaces (C) X (c) et f X (0 X (c) ~ 
— Ex (cy^ Or, (cy etant (selon le th. 5 qui precede) isomorphe 
avec (c), Tespace (C) X (c) est isomorphe avec EX done avec 
(C), c, q. f. d. 

Th^oreme 7. Eespace (C) est isomorphe avec chacun des eS’ 
paces oil p = 1, 2, ... ^). 

Demonstration. Faisons correspondre a toute fonction x (0 G 
(cf. Introduction, § 7, p. 11, 7) le couple forme de la fonction 
y {t) — et du systeme de p nombres: a: (0), a:'(0), ... , a: 

En designant par Rp I’espace a p dimensions, est done iso- 

morphe avec (C) X Rp et par consequent, en vertu du th, 6 qui 
precede, avec (C) X X Rp- 

Or, comme (c) X Rp est isomorphe avec (c), I’espace est 
isomorphe avec (C) X (c), done (encore d’apres le th. 6) avec I’es- 
pace (C), c. q. f. d. 

Theoreme 8. Lespace (C) est isomorphe avec Vespace 

Demonstration. Faisons correspondre a tout couple a:(0, y{t) 
de fonctions de (C) le couple z(t),i ou z{t)(^(C) est la fon- 
ction definie par les formules 


*) Ce theoreme a 6te d^montre par M. K. Borsuk. 
Ce theoreme est dft aussi a M. K. Borsuk. 



§ 8. Espace (C) comme Tespace universel. 


185 


z{t)^ 


x(2t) 


pour 0 < t 
1 


y {2t~l) —y{0)-^x (1) pour ^ 1 


et 4 est le nombre determine pour tout y (t) (C) par Tequation 

a =><(0). 

Ainsi I’espace (C)“ se trouve transforme en (C) X /?i, ou /?i 
designe Tespace de tous les nombres reels. Cette transformation 

est lineaire et comme on a par definition x {t) — z et 




i) 


+ elle est biunivoque. On a ainsi 


I’isomorphie des espaces (Cy et (C) X Ri et comme en vertu du 
th. 6, p. 183, (C) est isomorphe avec (C) X (^^), I’espace (C)^ est 
isomorphe avec (C) X (c) X Ri, done, par suite de I’isomorphie en- 
tre (c) X Ri et (c), avec I’espace (C) X (c) et par consequent (encore 
en vertu du th, 6) avec Tespace (C), c. q. f. d. 


Remarque. On ignore si Tespace (C) est isomorphe avec 
celui de toutes les fonctions continues definies dans le carre. 


§ 8. Espace (C) comme V espace universel ^). 

Theoreme 9, Tout espace E du type (B) separable est equi- 
valent d un sous-espace Lineaire fermc de Tespace (C). 

Demonstration. Soient F I’ensemble de toutes les fonction- 
nelles lineaires a la norme 1 definies dans E et {a:„} la suite 
d’elements de a la norme < 1, dense dans la sphere j a: i < 1. 


Comme distance, posons 
nelles appartenant a T 


(34) 


(/i.A) 



pour tout couple /uA de fonction- 

I /i (-^«) I . 

1 ~\-\fAXn)-f2{Xn\ 


Nous allons montrer que, avec cette definition de la distan- 
ce, F est complet et compact. 


q Les th^oremes de ce § ont dte troiiv^s en coramun par M. S. M a- 
z u r et moi. 
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Considerons une suite {/}} ou // Cl ^ pour i = 1, 2, ... et soit 
lim {fp, fq) — 0. En vertu de (34), il existe done la limite lim fi{Xn). 

Comme \ fi\ < 1, la suite {//(x)} est un vertu du th. 3 (Chap. V, 
§ 1), p. 79, convergente pour tout x E; par consequent la suite 
des fonctionnelles {/,} est faiblement convergente vers une fon- 
ctionnelle / et on a |/| < 1, d’ou /Cl E. Comme lim fi(Xn)=f(Xn) 

i- 

pour n = 1,2 , ... , on conclut de (34) que lim (/,/) = 0. Ainsi f 

/->oo 

est complet. 

D’autre part, on peut extraire de la suite {/} par le precede 
de la diagonale une suite partielle {//^} telle que lim //^(a;„) existe 

pour /z = 1, 2, ... , d’ou, comme auparavant, I’existence d’une fon- 
ctionnelle fdE telle que lim(/^, /) = 0. Ainsi F est compact. 

II existe par consequent 0 one transformation continue de 
I’ensemble parfait et non dense de Cantor oo ensem- 

ble r. En designant par // Cl ^la fonctionnelle qui vient correspon- 
dre au point t d F, considerons un element quelconque x Cl ^ et 
definissons 3;(0 comme il suit: posons pour tout tdF 

y(t) =Mx) 


et pour les points de I’ensemble [0, 1]— P completons la fonction y (t) 
d’une fagon lineaire, en posant notamment pour tout 


y(t)^ 


ySD-y(D. 

V - 1" 


’(t-n+yin 


ou f et t" designent les points les plus proches de P tels que 

t’ <t< 

Examinons les propri6tes de la fonction y {t) ainsi definie. 
Si lim tn == ou tn d Py suite converge faiblement 

n->OC5 

vers A, d’ou lim fi„(x) = //x), done lim y {t„) = y (t^). La fonction 

«->oo n->oc) 

y est par consequent continue dans P. Comme lineaire ailleurs, 
elle est done continue dans [0,1] tout entier; ainsi y (t) d iQ- 


0 V. p. ex. F. H a u B d 0 r f f, Mengenlehre (Berlin 1927), p. 197. 
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D’autre part, il existe en vertu du th. 3 (Chap. IV, § 2), p. 55, 
une fonctionnelle /C^ que |/(^) | = ll i|. Soit 4 C [^»1] 
point tel que f ~ ft^. On a done 1 3/ (^o) I = I A W 1 =ll*^ii et comme 

I;' (0 1 i < I// 1 • I l< I I pour tout t C A 

on en conclut en raison du fait que la function \y(t) \ atteint son 
maximum dans Tensemble P, que max I 3 ; (0 i = II il- 

0</<l 

Ainsi, nous avons fait correspondre a tout element x E 
un element y — y (t) d (^) et on voit, en posant y U (x), que 
cette operation est additive. Comme l|>'li — ll -^li, elle est lineaire 
et transforme I’espace E en un sous*espace A de (C) d’une fa^on 
isometrique. Les espaces £ et A C (O sont done equivalents, 
c. q. f. d. 

Theoreme 10. Tout espace metrique separable E peat etre 
transforme (Vane maniere isometrique en un sous-espace de (C). 

Demonstration, Selon une remarque de M. F r e c h e t 0 tout 
espace metrique separable E se laisse transformer isometrique- 
ment en un sous-espace de {m). Une telle transformation s’obtient, 
comme on le verifie sans peine, en faisant correspondre a tout 
a: (3 £ la suite definie par la formule 

-= (a:, Xn) — (ATo, Xn) pOUr tl = 1, 2, ... 

ou la suite {a:«} forme un ensemble dense dans E, 

En consequence, nous pouvons nous burner au cas ou £(^(m). 
On montre facilement que Tespace forme de toutes les combinaisons 
lineaires d’elements de E et de leurs limites est un espace du 
type (3) separable. En vertu du th. 9 qui precede il existe done 
une transformation isometrique de cet espace, et a plus forte 
raison de son sous-espace £, en un sous-espace de (C), c. d. f. d. 

Remarque, En vertu des th. 9 et 10 qui viennent d’etre etablis 
I’espace (C) peut etre considere comme Fespace universel pour les 


9 cf. M. F r 6 c h e t, Les dimensions d'un ensemble abstrait. Math. Anna- 
ten 68 (1910), p. 161. 
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espaces separables du type {B), resp. metriques. L’etude des es- 
paces du type (B) se reduit done a celle des sous-ensembles li- 
neaires fermes de Tespace (C). 

§ 9. Espaces conjiigues. 

Etant donne un espace E du type (B), I’espace E de toutes 
les fonctionnelles lineaires definies dans E est evidemment aussi 
du type {B). Nous appellerons F Tespace conjugue avec E. 

Theoreme 11. Si deux espaces E et E^ du type {B) sont 
isomorphes, resp. equivalents, les espaces E et E^ sont egalement 
isomorphes, resp. equivalents. 

Demonstration. En effet, si une operation lineaire y = U {x) 
transforme E en E^ d’une maniere biunivoque et bicontinue, 
I’operation conjuguee X = U {Y) transforme en vertu du th. 5 
(Chap. X, § 1), p. 149, Tespace E^ en espace E tout entier egale- 
ment d’une maniere biunivoque et lineaire, d’ou I’isomorphie de 
ces derniers espaces. 

Si, en outre, E et E^ sont equivalents, on a pour les fon- 
ctioniielles lineaires correspondantes X et Y\ 

\X\ = borne sup == borne sup Y\U (x)] — borne sup Y{y)— \ Kj , 

Ui<i \y 

de sorte que les espaces E et E^ sont dans ce cas equivalents, 
c. q. f. d. 

Remarque. Cependant, I’equivalence des espaces E et E^ n’en- 
traine pas toujours celle des espaces E et E^. 

Considerons, a titre d’exemple, les espaces E ~ (c) et E^ = (c)^ ^). 
Comme espaces conjugues avec eux on obtient E = (/) et E^ == (1)] 
et on etablit facilement leur equivalence. Mais il n’en est pas 
ainsi des espaces E et E^. Nous pouvons regarder E comme 
I’espace des fonctions continues definies dans I’ensemble Q com- 
pose de nombres 0 et - ou n = 1, 2, ... et I’espace E^ peut etre 
n 

9 Pour la signification des indices dans ces symboles voir p. 182. 
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considere comme celui des fonctions continues definies dans Ten- 

semble forme de nombres 0,1, - et 1 + - ou n == 1,2, ... Or, 

n n 

les ensembles Q et Qi en question n’etant pas homeomorphes, 
on en conclut en vertu du th. 3, p. 170, que les espaces E et 
ne sont pas isometriques, done a plus forte raison equivalents. 

Theoreme 12. Si Vespace conjugue E est separable, Vespace 
E best egalement. 

Demonstration. F (2 E designant I’ensemble des fonction- 
nelles lineaires definies dans E a la norme 1, il existe par Thy- 
pothese une suite {^n}, ou Xn d dense dans F. 

Soit la suite d’elements de E qui remplissent les con- 
ditions 

(35) I I = 1 et Xn(Xn) > -f pour n = 1, 2, ... 

2 

En supposant que Tespace E ne soit pas separable, on pent 
affirmer que la suite n’est pas fondamentale dans done, 
en vertu du th. 7 (Chap. IV, § 3), p. 58, elle n’y est pas totale. 
II existe par consequent une fonctionnelle lineaire X F telle que 

(36) I A"| 1 et X {Xn) -= 0 pour /z = 1, 2, ... 

En posant Zn — Xn — A", on a par consequent selon (35) et (36) 

Zn{Xn) ^ Xn{Xn) — X (Xn) > ^ ’ d’OU \Zn\> ^ , doUC \Xn — X\> - 

2 2 2 

pour tout n naturel, ce qui est impossible, la suite {A'^} etant 

supposee dense dans F ei X appartenant a F. 

Theoreme 13. Etant donne un espace E du type (B) separa- 
ble et tel que toute suite {x,} d'elements de E d normes bornees 
dans leur ensemble contient une suite partielle faiblement conver- 
gente vers un element de E, Vespace E est equivalent d Vespace 
E (conjugue de E). 

Demonstration. Soit G Tensemble des fonctionnelles lineai- 
res F{X) definies dans E et telles que F {X) ^ X (x^) pour tout 
X (2E ei pour un atq (d ^ qui ne depend que de F. On a done 
I F (X) I < I A”! • I Xq I , d’ou Tinegalite ] F| < | .Xq | . En vertu du th. 3 
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(Chap. IV, § 2), p. 55, il existe d’autre part une fonctionnelle 
telle que j H 1 et A^oC-^o) = I -^o U done F (A'o) = I I , 

d’ou rinegalite | /^ i > | a:o | . Les deux inegalites donnent | F | = | Xq | . 

G est un ensemble total (dans I’espace E des fonctionnelles 
lineaires definies dans E), 

En effet, si pour un C ^ a ^ i^o) = 0, quel que soit 

F (2 0, on a aussi Xq(x) = 0, quel que soit x d E, done = 0. 

Nous allons montrer que Tensemble G esi transfiniment ferme, 
Soient a ce but ^ un nombre-limite quelconque et {/^^} ou 
C ^ pour 1 < ^ ^ une suite transfinie de fonctionnelles 

a normes bornees dans leur ensemble. 11 existe done un nom- 
bre M> 0 tel qu’on a \Fi^\< M pour 1 ^ et par definition 

de G toute fonctionnelle F^ est de la forme F^iX) = X (x^). L’es- 
pace E etant par hypothese separable, soit {x/} la suite dense 
dans E. 

Pour tout n naturel designons par x^") un terme arbitraire- 
ment extrait de {x/} qui satisfait a Tinegalite 

(37) 

et posons _ 

/"(”)( A) = A(x('^)) pour A C £■. 

Dans le cas ou ^ est confinal avec w (done ou il existe une 
suite {6/} a i naturels de nombres transfinis tels que lim ^ 

i-yc^ 

et pour i = 1, 2, ...), la suite renferme une suite par- 

tielle faiblement convergente vers un element x^"^ d Evidem- 
ment on a alors 

iTm /='<'*>(A) > iTm F^^){X) = lim A (x('!)) > A^x^'')) 

et par consequent la fonctionnelle F^^\X) = A (x^")) est une limite 
transfinie de la suite 

Dans le cas ou le nombre-limite ^ n’est pas cdnfinal avec 
oj, la suite transfinie {xi"^}, qui ne contient par definition qu’une 
infinite au plus denombrable de termes differents, renferme un 
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terme tel que pour tout v] < ^ il existe un ^ > yj donnant lieu 
a Tegalite ~ On a alors 

Ihn FmX) - lim X (4")) > X (x^")) , 

de sorte que la fonctionnelle F^'^\X) — X est encore une 
limite transfinie de la suite 

Ceci etabli, considerons la suite On pent en extrai- 

re une suite faiblement convergente vers un x CZ E. Posons 
X (a;) = Fq(X). On a done d’uiie part 

(38) lim F("KX) > F^{X) pour tout X C ^ 

n-><^ 

et d’autre part, par definition de G, Fq (Z 0. Or, on a selon (37) 

A' (A:t) > A" I d’ou, par definition de Ft et fi”), 
^ n ^ 

iim f e(A') = lim (^t) > iTm - — | A' j = iTm F{"\X) ---\X\ > 

^-> 6 - ^ ^ ^ ^ 

> F^^\X) — ~ I ^ I et par consequent, selon (38), lim Ft{X) > 
n 

>> lim F^’^\X) > Fq{X). La fonctionnelle Fq est done une limite 

n->oo 

transfinie de la suite {F^ et puisque Fq (3. I’ensemble G est 
en effet transfiniment ferme. 

Comme total et transfiniment ferme, Tensemble G coincide 
en vertu de la remarque (Chap. VIII, § ^), p. 117, et du lemme 3 
(Chap. VIII, § 3), p. 121, avec Tespace E. 

Par definition de G, a tout F (ZE vient done correspondre 
Mn x(ZE tel que, comme ii a ete prouve au debut, |/^| — | a :|. 
L’operation U (x) = F est par consequent biunivoque, lineaire et 
transforme £ en £ sans alterer la norme. Les espaces E Qi E 
sont done equivalents, c. q. f. d. 

Remarque. Ainsi p. ex. les espaces et (l^^) o\x p> 1 

sont equivalents aux espaces conjugues avec ceux des fonction- 
nelles lineaires definies dans eux (cf. p. 181, 2*^). 
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Theoreme 14. Uespace conjugiie avec le produit des espaces 
du type (B) est isomorphe an produit des espaces conjugiies avec eux. 

Demonstration. Eo, ... , En etant des espaces du type (B), il 
s’agit d’etablir risoinorphie entre I’espace^ ou E = E^^X E 2 X X En 
et Tespace E^X E^X ... X En, On peut se burner au cas ou n ~ 2. 

Designons respectivement par x.^ et z les elements de 
E^, E 2 et E et par X., et Z les fonctionnelles lineaires definies 
dans ces espaces. 

Soit H Tensemble de tous les couples ou x^ CZ Nous 
pouvons done regarder H comme un sous-ensemble de E — E^ X ^2 
et par consequent toute fonctionnelle lineaire Z, consideree dans 
I'espace //, determine une fonctionnelle lineaire X^ definie dans 
f*!.. Posons 

Z {z) — pour z ~ x^fi 

et d’une fa^on analogue 

Z (z) = X 2 (x 2 ) pour z — C-),X 2 , 

Pour z — x^,X 2 on a done, comme il est facile de verifier, 
(39) Z(z) = X,(x,)-i-X2(x2). 

Reciproquement, etant donnees deux fonctionnelles lineaires 
XiC^Ei et la formule (39) determine la fonctionnelle ZC^E. 

La correspondance est biunivoque et etablit une transformation 
lineaire de E^XE en E tout entier, done I’isomorphie de ces deux 
espaces, q. f. d. 

Remarque. En posant E ^ [E^X E 2 X ... X En]iP, resp. E 
= [E^ X E 2 X ... X En\m, on apergoit aisement que I’espace conjugue 
E est isomHrique pour /? > 1 avec I’espace [E^ X E., X ... X p et 
pour p — \ avec I’espace X E 2 X ... X En]m, resp. avec I’espace 
1^1 X E 2 X ... X En\i* 
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Dimension lineaire. 

§ !• Definitions, 

Etant donnes deux espaces E et du type (F), nous dirons 
que la dimension lineaire de Tespace E ne depasse pas celle de 
I’espace E^, en formule: 

(1) dim^ E <; dim^ fi, 

si E est isomorphe avec un sous-espace vectoriel ferme de E^. 

Les espaces E et E^ s’appelleront de dimension lineaire egale, 
en formule: 

dim^ E — dim^ E^, 

lorsqu on a les relations (1) et 

(2) diin^ E^ < dim^ E 

a la fois. 

L'espace E sera dit de dimension lineaire inferieure que 
lorsqu’on a la relation (1) sans avoir (2). En formule: 

dim; E < dim; E^. 

Enfin, les dimensions lineaires de. ces espaces s’appelleront 
incomparables, lorsque les deux relations (1) et (2) sont en defaut. 

•Les espaces isomorphes sont done toujours de dimension 
lineaire egale. On ne sait pas si la reciproque est aussi vraie, 
mais je considere comme tres probable qu*il existe des espaces du 

S. Banach. Th6orie des operations lineaires. 13 
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type (B), meme separables, qui soient des dimensions lineaires 
egales sans etre isomorphes. 

Tout espace qui est isomorphe avec I’espace euclidien /z-dimen- 
sionnel sera dit simplement a /z Un espace du type (B) 

pour lequel un tel n n’existe pas sera dit a une infinite de dimensions. 

§ 2, Dimension lineaire des espaces (c) et oil p 1. 

Theoreme 1. Si on a pour un espace E du type (B) 

(3) dim^ E < dim^ (c) 
ou Men 

(4) dim^ E < dim^ (/(/'>) pour un p > 1, 

E est un espace d un nombre fini de dimensions. 

Demonstration. L’espace (c) etant isomorphe avec I’espace 
(to) des suites de nombres convergentes vers 0 (v. Chap. XI, §6, 
p. 180, 1°), il existe en vertu de (3) un ensemble lineaire et ferme 
G C (^o)» isomorphe avec E. En supposant que £, done aussi G, 
est a une infinite de dimensions, il existerait pour tout N naturel 
une suite de A^+1 elements ou / = 1, 2, , A/^+ 1 telle que 

NA-\ 

^ a-i Zi — 0 entraine ^ — 0 . 

/-] 

Par consequent, si on pose Zi = on trouvera des nom- 
bres ou / = 1, 2, ... , A^+ 1 qui (sans etre tons egaux a 0) ve- 

V-l 1 

rifient les equations Z = 0 pour « = 1, 2, ... , N. En designant 
par {^n) la suite z — ^ a/ Zi, on obtient done 

/■“-I 

(5) I ^ I > 0 prt = 0 pour n = ly2, ... A/. 

Il est ainsi etabli qu'il existe pour tout N naturel en ele- 
ment 2 = {P,,} de G ayant les proprietes (5). 

Definissons a present par induction une suite {j//}, d’ele- 
ments de G ou y, = en choisissant arbitrairement comme yi 
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un element de G tel que Ij/j j = 1 et comme yi ou i ~ 2, 3, ... un 
element de G tel que Ton ait 

(6) \yi 1 = 1 et 1 );, = 0 pour « = 1, 2 

le nombre etant le plus petit de ceux qui satisfont a Tine- 
galite 

(7) 1 I < pour tout n > M-i. 

3^ 

L’existence d’une telle suite {y,} resulte aussitot de la pre- 
misse qui vient d’etre etablie. 

Soit G^ Tensemble compose de tous les polynomes de la 

r 

forme ^ a/ j;/ ou /' = 1, 2, ... et de leurs limites. est evidem- 

ment un ensemble lineaire et ferme. 

Ceci dit, considerons une suite bornee quelconque x = 
et posons 

(8) r)„ = V =, pour « = 1, 2 ... 

/■-I 

Nous allons montrer que 

(9) ^ II a: li < borne sup ! | ^ li a: ' . 

6 i<«‘ 2 

En effet, etant donne un indice n, il existe en vertu de (6) 
un m-i naturel tel que 

(10) l = l /=1,2, ... , 

d’ou par definition de M 

( 11 ) 

et par consequent lim M = ^ ; il existe done un k naturel tel 

/->oo 

que Ton a pour I’indice n en question 
(12) Nk-\<n<Nk, 

ou = 1. 
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Pour tout i> k on a par consequent selon (11) < M-u 

d’ou, selon (12), On en conclut en vertu de (6) que 

= 0 pour tout i> k, done d'apres (8) que • 

k 

(13) % <■ 

Pour tout i<k on a en metne temps selon (11) M 
d’ou selon (12) Ni < n, done d’apres (7) i \ < ^7. Comme j ■/)* | < 1 

et '^/| < jxli pour tout /, il en resulte en vertu de (13) que Ton 

A-i 13 

a d'une part la relation | y\n | < ji a; || 2^^ + || x |1 y || x || , d’ou 

3 

(14) borne sup j | < - i! ^ II, 

oo 2 


et d’autre part, pour tout k satisfaisant a (12), la relation 


(15) i 7)/, i > i j • i I - ii il^ > ! « i • 




Or, il existe un k tel que | ;a | 



done conformement 


if 1 = 1. Par consequent, la relation (15) etant de- 

tm-k 

rtiki 


a (10), que 

duite pour Tindice n donne arbitrairement, on en tire pour n 


\ 1 




1 M 11 


d'ou borne sup 

l<W<°o 


rinl 




En rapprochant cette inegalite de Tinegalite (14), nous voyons que 
la formule (9) se trouve ainsi etablie. 


Faisons a present correspondre a tout x — {5/} la suite y — 
definie par legalite (8). En vertu de (9) la suite y est bornee 
et on a, en posant y — U (x), 

(16) 1 |^|<|£/(x)|< 4|-«I, 

b ^ 

de sorte que Toperation U {x) est lineaire. 
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D’autre part, pour Xi — {^^}, ou 

„ I 1 i~n 

" I 0 pour i^n, 

on a par definition yi = U {xi) pour i = 1, 2, ... Par consequent 
pour X ~ {^/} Cl (^o) on a a: = ^ Xi d’ou, par suite de la con- 

/=i 

tinuite de I’operation U (a:), il vient y U{x) - {xi) iiyi, 
done, cette derniere serie etant convergente, on obtient y (Z Oq. 
Reciproquement, soit y (Z 0^^. Par definition de Gq on a done 

Oj rn 

y ~ lim Sn OU Stx — E ^'1 yr, pour tn ~ H Xi on a par consequent 

rt— >00 /--I /— ] 

inCZi^o) of U{tn) — Sn. Or, la relation (16) donne j — | < 

6 

< \ U{tp — tq) j j 5^ — 5,; I ; legalite lim | Sp — 5 ,; | = 0 entrame done 

</->oc, 

lim \tp — tq\ — 0. Ainsi la suite {^n} est convergente. En posant 

g—yc<3 

X = lim tn, on a done a: (Cq) et U {x) ^ y, de sort© que Topera- 

tion U (x) est hiunivoque et transforme (^o) en Go tout entier. 

Les espaces (^o) et Gq sont done isomorphes et comme 
Oo C on en conclut que dim^ (Co) < dim^ G, ce qui entraine 

par suite des isomorphies entre G et £" et entre (Co) et (c) que 
dim^ (c) < dim^ E, contrairement a Thypothese (3). Le nombre de 
dimensions de E est par consequent fini, c. q. f. d. 

Pour ou p > 1 la demonstration est analogue. 

§ 3. Dimension lineaire des espaces et oil p> 1 ^). 
Theoreme 2, Toute suite de fonctions {a:/(0} appartenant 
d {Ep^), faiblement convergente vers 0, contient une suite partielie 
{xip{t)) teile que Von a 

1 

O {nP ) pour Kp < 2 

0(nD pour /?>2. 

q Les th^oremes de ce § ont 6te troiives en collaboration avec M. S. 
Mazur. 


(17) 


i; 
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Demonstration. Nous allons nous appuyer sur I'inegalite sui- 
vante pour p> \\ 


E(/0 


(18) \ a b -V p \ CL 1^'“^ b • sign a-\-A\bY -\-B | a 1^“^’ \ b\j 


ou a b sont des nombres reels quelconques, A ei B des con- 
stantes qui ne dependent que de p et E (p) designe I'entier de p. 
Par consequent le dernier sommande disparait, lorsque p < 2. 

Definissons la suite {a:/J par induction, en posant = 1 et 
en designant par in ou n > 1 un nombre naturel arbitraire satis- 
faisant a I’inegalite 


(19) 


I 1 ; 

P\ p •5'! \{t) • sign 5„_i(0 • ^/„(0 rfi* I < 1 


ou Sn-\{t) — ^ XiJ^t). Un tel in existe, puisque par Thypothese la 

k—\ 

suite {Xi(t)) converge faiblement vers 0 et j Sn.-i{t) ^ (^^‘^0 

'-+1 = 1. 

P Q 

L’inegalite (18) donne pour a ~ Sn..-\(t) et b ^ inte- 

gration: 

1 1 1 


(20) J i Sn Y dt < I I Sn^\ \C dt A- p j ! 


\p- 1 . 


sign Sn-~\ ■ Xi^^ dt -f 


^ np) 

A- A i \ Xi^^ \P dt + B ^ I I Sn.^i \P~i I Xi^ \i dt . 


La convergence faible de la suite {Xn{t)} implique en vertu 
du th. 1 (Chap. IX, § 1), p. 133, que la suite des nombres {||Xn||} 
est bornee et on pent admettre sans restreindre la generalite du 
raisonnement que 

(21) i| Xn II < 1 pour n = l,2 , ... 


0 Pour la demonstration de cette in^galit^ voir S. Banach et S. Saks, 
Sur la tonvergence forte dans les champs fP, Studia Mathematica II (1930), p. 52. 
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Or, dans le cas ou p> 2 on a selon (21) en vertu de Tine- 
galite de R i e s z (cf. Introduction, § 2, p. 2) pour 2 < j < p: 

j i I X,„ \j dt < 1 1 1 S„-1 i^' rf/j " -< 1 + IJ I 

(* 0 0 

d’ou, selon (19) et (20), |i s„ < |j -f- 1 + ^ + R/t? (1 + || 

ce qui conduit par iteration la forme 

«- 1 

(22) I! s„ < • C- rt + Oyj i| 5, \\P--^ 

k^l 

ou C = \ A. Bp et Z) = Bp. 

Soit yW = C + Z) + 2. Nous allons montrer par induction que 

1 

(23) j|5,, !| < yW /?- pour n ^ \,2, 

En effet, par definition de Sn et d’apres (21) on a || 5^ || < 1 
et, en admettant que I’inegalite (23) est vraie pour les indices infe- 

«— 1 p~2 

rieurs a un n donne, on a selon (22) |1 \\p D ' Mp~'^ ^ k - + C’ n < 

k^i 

p p^ i__ p 

< D • AJp^ ^ • /z + C • n <! Mp n - (D - M~- n M~p), ce qui en- 

traine Tinegalile (23), puisque, comme on verifie facilement, la 
somme en parentheses est < 1 pour p > 2. 

1 

En vertu de (23), legalite == 0{n-) pour /? > 2 est ainsi 
etablie. 

Passons au cas ou 1 < /? < 2. Par definition de Sn on tire 

I 1 

de (20) et (21) j\SnYdt ^f\ '^’dt + \ + A + B, d’ou H s„ \Y < 

■< || s„_) 11'' + C oil C= 1 + ^ + 6 et par consequent j[ s„ \\p < jj Sj H'’ + 
+ C (zz — 1) C- zz done, en posant Mp — C nous obtenons 

j_ 

WsnWKM'HP, de sorte que dans le cas en question I’egalite 

i 

|i5,j|| ™ 0{nP) se trouve aussi etdblie, c. q. f. d. 
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Remarque, Le theoreme precedent cesse d’etre vrai, quel 
que soit > 1, si on remplace dans les relations (17) le signe 
O par 0 , 

En effet, pour p > 2 soit Xi{t) — sin 2^t/ 1. Comme on a 
1 

lim / a {t) sin 27^1 1 dt = Q pour toute fonction integrable a (/!), la 

/->c-o J 
0 

suite {a:/(^)} est dans faiblement convergente dans I’intervalle 

n 

[0,1]. En posant Sn{t) = ^ XiAt) oii {a:,.(^)} designe une suite partielle 

p 

7 / ^ 7/1 

arbitraire, on a done iUwCOil = 1/ j 1 SniO > // j' = 

~ 1 ^ prouve que O ne peut pas etre remplace par o. 

Pour \<p < 2, en posant 


Xi{t) = 


2P pour 

0 pour 0 < f et < t < 1 , 


p 


on a pour toute suite partielle {a:/^(^)} Tegalite ||5n || =// j dt^ 


= qui montre Timpossibilite de rempacer O par 0 aussi 
dans ce dernier cas. 


Theoreme 3. Toute suite {x,} d*Hements de oil /7>1, 
faiblement convergente vers 0, renferme une suite partielle {Xif\ telle 
que 


(24) 





Demonstration, Soit Xi = {£^}. La convergence faible de {Xi} 
vers 0 entratne (cf. p. 137), que 
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(25) lim = 0 pour, r = 1, 2, ... 

i—^CK3 

et que 

(26) II a:/ II < M pour i = 1, 2, ... 

La definition recurrentielle de la suite est la suivante: 
Xi^ “ Xi et Xi^ ou n> 1 est un terme arbitraire de la suite {a:/} 
satisfaisant a I’inegalite 

N N 

(27) + + 

n—\ 

OU {^y} = et N designe un nombre nature! tel que 


(28) 

r-.~.N 

Un Xi^ ainsi defini existe en vertu de (25). On a par defi- 

N 

nition: || ||/' = || 5;,_i -f \\f == 2^ Uy -- 1^ + 2^' i en 

j=-l j:7-.N 

N 

vertu de (27) et de Tinegalite de Holder || Sn |U' < Z’ I + 1 + 

y^-i 

+ I + 2; I et par consequent selon (26) et (28) 

Ay-iV ‘ / \j.rN ^ / ,1 

l!5„||/^<||5^_l:|/’4^1 + (l + ^^)/^:-|j5,,_ll|^ ou C-1 + (H-Af)^ 

II en resulte que ||5n7' AC /z, d'ou par definition de Sn Tegalite 
(24), q. f. d. 

Remarque. Le th. 3 qui precede cesse d’etre vrai pour tout 
p> si on remplace 0 par o dans la forinule (24). 

En effet, il suffit de poser 

^ I 1 pour i = r 
' ^ ( 0 pour i^r, 


pour avoir 




■ nf^ , quelle que soit la suite partielle {a:/^ 


Nous allons deduire des th. 2 et 3, qui viennent d’etre eta- 
blis, plusieurs relations d"une part entre les dimensions lineaires 
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des espaces et d’autre part entre celles des espaces 

et et enfin entre les dimensions lineaires des espaces 
et celles des espaces en posant partout p> \ <q. 

Lemme. Si dim^ C dim^ oil p> \ <q, alors on a 
soil q < p < 2, soit 2 < p < q. 

Demonstration. II existe par hypothese ime operation line^ 
aire y ~ U (a:), ou x qui transforme en sous*espace 

fernje G de d’une fagon biunivoque et continue. Etant donnee 

une suite {Xn} ou Xn G faiblement convergente vers 0, il en 

est done de meme de la suite {y,,} ou yn ~ U (a:,,). En vertu du 
th. 2, p. 197, il existe par consequent une suite partielle {y,^} telle 
que 

f 1 . o 

n . pour \<^q 2 

(29) : = O (n'?*"*) ou <?(?)= ^ 

' ' - pour (/ > 2 . 

L’operation inverse a: ~ U~^(y) etant continue, il existe un 

1 1 ' 

M>0 tel que | a: jj < A1 jly :| pour tout y G 

i 

]\ n ':\ n .] 

< M I Eyik consequent, selon (29), done, 

I : ! 

{x/} etant une suite arbitraire faiblement convergente vers 0, on 
conclut de (29) que 

(30) cp (p) < 9 (q ) . 

Or, comme les espaces des fonctionnelles lineaires defi- 
nies dans et sont (cf. Chap. XI, § 6, p. 181, 2^) 

( P ) (^) 

isometriques respectivement avec (Dp~^ ) et*(Z, nous pou- 

vons admettre que Toperation conjuguee X = U (Y) transforme 

en (L^/’-P) el il resulle du th. 3 (Chap. X, § 1), p. 148, 

( P) 

qu'elle a pour contredomaine I'espace (I ) tout entier. En ver- 
tu du th. 10 (Chap, X, § 1), p. 150, il existe done un m > 0 tel 
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{ fr ) rj \ 

qu’a chaque X (Z. ) vienne correspondre un K de 

fagon qu'on ait X ~ U {Y) et [ K| < m | A" | . 


Ceci dit, soient [Xn] une suite quelconque d’eleinents de 

( 

(L ), faiblement convergente vers 0 et { Vn} la suite assujetlie 
aux conditions Xn ^ U { K„) et \Yn \ < m\Xn\ pour tout n naturel. 
La suite des nornies {|L«|} etant done bornee, il existe (voir 
Chap. VIII, § 7, p. 130), une suite partielle { .} faiblement 
convergente. Si on en designe la limite par Ky, il vient Zy(Ko) — 0, 
puisque la suite {Xn^ converge faiblement vers 0 . On a en con- 
sequence Xn = U {Y,}. — Ko) et, en outre, la suite {Yn^~ Yq) con- 
verge faiblement vers 0. En posant K, — K«. — Y^ pour i~ 1, 2, ... , 
on pent done en extraire en vertu du th. 2, p. 197, une suite 
partielle telle que 


(32) 


i k -^1 


= 0{rP 




d’ou, en posant Xi^ — U (K/^^.), on obtient | et 

I ' (] 

(33) I 

I k~\ ' 

La suite {A"/^} etant par definition extraite de {A^/^}, on con- 
clut de (32) et (33) en vertu de la remarque p. 200, que 

(34) {P\ { 

d’ou selon (30) et par definition de la fonction 9 on tire sans 
peine les inegalites qu’il fallait demontrer. 

On deduit facilement de ce lemme les theoremes suivants. 
Theoreme 4. Si dim^ (Z.^^0 = dim^ (Z.^'^^) oil p> \ <q, on a 
p-=q. 

Theoreme 5. Si\<p <2<q, les espaces (Up^) et (Z.('^)) sont 
des dimensions lineaires incomparables, 

Thdoreme 6. Si \<p ^ 2, on a dim^ (Z.^) <: dim^ {L^p^)- 
Demonstration. Soit pour x (t) (2 
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' (0 = + ^ to COS 2'^+ bi sin2'0 


1 1 r 

ou I (0 COS it dt et bi=-^ j x (t) sin it dt, quel que soit 

0 0 
i = 0, 1, 2, ... 

oo 2r. 

Comme ^{a] + ^;) = / x\t) dt^ il existe une constante M>0 

/=r=0 •' 

(ne dependant que de p) telle que 


•:7Z 

[/'■ 


y(t) \p\p < M 




En posant y = U (x), on a done y C ct I’inegalite pre- 
cedente peut etre ecrite dans la forme 

WyK^W^h 

de sorte que Toperation U (x) est lineaire. 

II existe d’autre part une constante K telle que 

\ E + b-)]' ^ K f \y (t)\ dty d’ou en vertu de I’inegalite de 

1/-0 ' ' J b 

Riesz(v. Introduction, § 2, p. 2): 




P _ 

done lljcjj < C !|yij ou C — /C|/^27c, de sorte que U (x) admet I’ope- 
ration inverse continue. 

On a par consequent la relation 

dim^ (I") < dim^ 


*) en vertu d’nn thdoreme de M. A. Z y g m u n d (v. Sur les series tri- 
gonometriques lacunaires, Proceed. London. Math. Soc. 5 (1930), p. 138—145). 

voir S. B a n a c h, Lakundre trigonometrische Reihen, Studia Mathema- 
tica II (1930), p. 212. 
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ou le signe d’egalite est exclu (puisqu’on aurait alors en vertu 
du th. 4:, p. 203, Tegalite /? == 2, contrairement a I’hypothese), 
c. q. f. d. 

II est a noter que le probleme suivant reste ouvert: est-il 
vrai qae pour q <p <2^ ainsi que pour 2<p <q on a toujours 
dim^ < diiri; (^^^0 ? 

Pour les espaces et on a le 

Theoreme 7. Les espaces et oil 1 < p ^ q > 1 sont 
des dimensions lineaires incomparables. 

Demonstration. En posant dim^ < dim^ et en pro- 
cedant comme dans la demonstration du lemme, p. 202, on obtient 
en effet les inegalites (qui correspondent aux formules (30) et (34)): 

1,.;1 e , 

P q p q 

d’ou p — q, contrairement a Thypothese. 


Passons aux relations de dimensions lineaires entre (Z.^^0 
et 

Theoreme 8 . Si dim^ (L(/'>) < dim^ (/(^>) oil p> \ <q, on a 
p = q ^2. 

Demonstration. Par le meme precede on obtient (au lieu de 


(30) et (34)): 

oili 

(35) 




n 

1 

“2 


pour rt < 2 
pour > 2 , 


II en resulte aussitot que ^ = 2, c. q. f. d. 


Le th. 8 qui precede entrame en vertu du th. 1 (Chap. XI, 
§ 2), p. 165, le 
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Corollaire. Pour qiie dim^ H faiit et il suf- 

fit que p = q — 2. 

Theoreme 9. Si 1 < p 2, on a dim^ > dim^ 
Demonstration, En effet, si on avail par centre dim^ < 

dim^ on aurait en vertu du th. 8, p. 205, en y posant 

p ^ q, Tegalite p = 2, contrairement a I’hypothese. 

II reste done a montrer que les espacos en question sent 
de dimensions lineaires comparables. Posons a ce but 

^ 1 1 
2/' pour -/ < ^ < 2-1 

j 0 pour 0 et J_,<t<r.l, 

1 

d’ou I \yi(t)\e (it = 1, done yi(t) Q pour i = 1, 2, soit pour 
tout X = {ii} C 

d’ou / \y {t) \p dt — ! li \p. En posant par consequent y — U (x), 

0 '--1 

on obtient !|3^ || = ii ^ I , ce qui prouve que Toperation U {x) est 
lineaire et admet I’operation inverse continue. Or, elle transforme 
par isomorphie en sous-espace de {Pp^), 



Theoreme 10. Pour \<q< p < 2, de meme que pour 2 </? < ^, 
les espaces {Pp^) et sont des dimensions lineaires incomparables. 

Demonstration, En supposant que dim^ > dim^ (/('/)), on 
aboutit par le raisonnemeiit employe dans la demonstration du 
lemme, p. 202, aux inegalites (analogues a (30) et (34)): 




? {P) et ^ I 

V 



ou la function cp est definie par la formule (35), p. 205. On en 
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deduit aussitot qu’on a soit p q < 2, soit 2 < q Cp, contraire- 
ment a I’hypothese, 

La question suivante reste cependant non resolue: est4L 
vrai que p < q <2, de meme qiie 2 < q <p, entraine Vinegalite 
dim^ > dim^ ? 



ANNEXE. 


Convergence faible dans les espaces du type (B). 

Nous distinguons dans les espaces du type (B) deux notions 
de convergence faible, a savoir: la convergence faible des fon- 
ctionnelles lineaires et celle des elements 0- Les deux notions 
sont evidemment differentes. Nous allons ajouter ici quelques 
theoremes relatifs a Tetude de ces notions. 

§ 1. Les derives faibles des ensembles de fonctionnelles lin4- 

aires. 

Etant donne un espace du type {B) separable^ soit F un en- 
semble quelconque de fonctionnelles lineaires definies dans E. 

Appelons une fonctionnelle lineaire X point d' accumulation 
faible de I’ensemble T, lorsqu’il existe une suite de fonctionnelles 
{Xk), ou Xk ^ X et Xk(Z_F pour tout ^ = 1, 2, ... , qui converge 
faiblement vers la fonctionnelle X, 

L’ensemble de tons les points d’accumulation faible de I’en- 
semble F sera dit le derivi faible d'ordre 1 de F, et le derive 
faible du derive faible d’ordre n — 1 de F s’appellera derivi faible 
d’ordre n de F, Les derives faibles successifs de F seront desi- 
gnes par F [d, F ( 2 ), ... , F [n)y ... 

Si F est un ensemble lineaire, on a evidemment 

c /'(a) C - C -Tw C C - 


') cf. Chap. VIII, § 4, et Chap. IX, § 1. 
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II est facile de donner un exemple d’ensemble lineaire 
qui soit ferme, sans etre faiblement ferme. 

Consid^rons, en effet, comme F I’ensemble des fonctionnelles lineaires 
definies dans Tespace (^o) de la forme 

( 1 ) X{x) = ^C^li-% 

i—l 

oil A* = { c {Cq) et Cl C^. 

2 

On constate ais^ment que I’ensemble F ainsi defini est lineaire, 
ferme et qu’il ne contient pas la fonctionnelle de la forme (1) ou Cj = 1 et 
Ci — Q pour / = 2, 3, ... Or, cette derniere fonctionnelle etant (voir Remarques 
au Chap. VIIT, § 6, p. 239) la limite faible de la suite des fonctionnelles 

de la forme (1) oil 

^ I 1 pour / = 1 on i = k 

‘ I 0 pour i:^\ et iyLk, 

rensemble F n’est pas faiblement ferine. 

Theoreme 1. II existe pour tout n naturel un ensemble line- 
aire de fonctionnelles lineaires definies dans Vespace (cf) et dont le 
derive faible d’ordre n n'est pas faiblement ferme ^). 

Demonstration. Toute fonctionnelle lineaire X definie dans 

(Co) etant de la forme (1) ou x = {£/} Cl (^o) et \ Ci\ = \X\, soient 

/=i 

I’ensemble de celles ou Ton a C^/ = 0 et I’ensemble de cel- 
les ou C 2 /_i = 0 pour / = 1, 2, ... 

Faisons correspondre d’une fagon biunivoque a tout couple 
r, s de nombres naturels un nombre pair N (r, s) et designons par 
Zr,s la fonctionnelle lineaire definie dans (c^^) de la forme 

Zr,s (x) = ^ Ci S/ ou a: = {^/} C (^o) et telle que 


c. a d. dans I'espace des suites de nombres reels convergentes vers 
0 (cf. Chap. XI, § 6, p. 180). 

2) cf. Chap. IV, § 4, p. 66. 

^) Le premier exemple d’un ensemble lineaire de fonctionnelles lineai- 
res dont le derive faible n’est pas faiblement ferm^ a 6t6 donne par M. S. 
Mazurkiewicz (Sur la d^riv^e faible d’un ensemble de fonctionnelles lineaires, 
Studia Mathematica II (1930), p. 68 — 71). 

S. Banach. Th6orie des operations lineaires. 
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^ 1 pour i--=N(r,s) 

\ 0 pour i^N{r,s). 

Considerons un ensemble lineaire quelconque G de fonction- 
nelles lineaires definies dans (^:o)- Soil H Tensemble de toutes 
les fonctionnelles de la forme (1) on C^i = 0 pour / = 1, 2, ... et telles 

que la fonctionnelle ^ C 2 /_i ii appartienne a G. L’ensemble H ainsi 

ir=\ 

defini est evidemment lineaire et on a // C 4* Comme sous- 
espace de (/), I’ensemble est separable. // contient done une 
suite de fonctionnelles {Yr) dense dans I’ensemble des fonction- 
nelles a normes 1? appartenant a H, et telle que 

(3) pour r = l,2, ... 

Posons pour r et s naturels: 

(4) ^r,s ^ Y r r Zr,s 

et designons par F I’ensemble lineaire des fonctionnelles X de 
la forme 

( 5 ) ^ ^ Vr ^ ar,s + ^ rOr., Zr,s, 


ou il n’y ait tout au plus qu’un nombre fini de ar,s non nuls. 

En raison de (4) et (5) on a done par definition des ensem- 
bles et Jo 


^ar,sXr,s >lj^rar,sZr,s 


Soit a present {Xk) ou Xk (Z. ^ pour k = 1,2, ... une suite fai- 
blement convergente vers X. En vertu de (5) on peut poser 

( 7 ) ^ = X,' + X,” , 




( 8 ) 
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On a evidemment X}^ C A et Xk' C Quel que soil k, de 
sorte que les suites {X,^) et [Xk”) convergent faiblement vers 
certaines fonctionnelles X' (2 d ^ 2 ^ par consequent 

X== X' X^'. 

//' designant, comme d’habitude, Tensemble derive de M au 
sens ordinaire, nous allons montrer d’abord que 

( 9 ) X'C^’- 

En effet, il existe par suite de la convergence faible de la 
suite {Xk) vers X, un noinbre M> 0 tel qu’on a pour /? = 1, 2, ... 

I A\. I < M, d'ou selon (6) — (8)2^| | < M; en posant done 

r—i 

s=l 

bW=i;a(% on peut ecrire 

i ’— 1 

(10) 2’’ I I < M pour = 1, 2, ... 

r—\ 

II existe par consequent une suite partielle {kj) telle que la 
limite br = lim existe pour tout /• = 1, 2, ... 

On a done en vertu de (10) 

( 11 ) ^r\br\<.M. 

r=zi 

Pour tout m naturel on a en consequence ^ I | < 

r^\ 

m — 1 oo oo 

d I — br\-\-d,\ I + 2^* I I , ce qui donne selon (11) et par 

r—l r--m r^m 

M 

definition de br Tinegalite lim Z I | < 2 d’ou, m etant 

arbitraire, lim ^ | b^^j^ — br\ = 0 , 

y->oo r—l 

Remarquons que la serie^^r Yr est d’apres (3) et (11) con- 

r—l 

vergente et I’egalite qui precede implique d’apres (8) que X' en 
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est la somme. Comme Yr(ZH pour tout r naturel et H est un 
ensemble lineaire, on a done X' (2 

II est ainsi demontre que pour A"' + (3 ou X'(2^i 

et X" (2 ^ 2 ’ ^ X’2 ^'- La formule (9) se trouve done eta- 

blie. 

D'autre part, on constate facilement que la suite {Zr,s} tend 
faiblement vers 0 avec s—^oo; par consequent en vertu de (4), la 
suite {Xr,s) tend faiblement vers Kr, lorsque s~^oo. On a done 

(12) VrC^ (1) pour r = 1, 2, ... 

Soit maintenant {Xk) ou Xk2^(\) pour A;— 1, 2, ... une suite 
faiblement convergente vers X (2 ^). On a evidemment 

Xk — Xk Xk\ ou Xk (2 et Xk” C ^2* On apergoit aisement que 
la suite {Xk) converge faiblement vers X, d’ou X 2 ^(D* Reci- 
proquement, il existe pour tout X 2 ^^0) suite {Xk} de fonction- 
nelles appartenant a // et faiblement convergente vers X Nous pou- 
vons admettre sans restreindre la generalite que | X | < 1 quel que 
soit k ~ ... Par definition de la suite { Yr) il existe pour tout k 

1 

un indice tk tel que de sorte que la suite drj 

est aussi faiblement convergente vers X, Il en resulte selon (12) 
que X 2^ [ 2 )> d’ou X 2 ^ m (puisque //(i) 2 par definition 
de Ji). Done 

(13) 4/^(2) = 

En procedant ainsi de suite, on montrera par induction que 
Ton a d’une fa^on generate 

(14) r =-. H(rt) pour tout az = 1, 2, ... 

Ceci etabli, revenons a lensemble donne G. Si Ton admet 
que le derive O de G n’est pas faiblement ferme, il en sera evi- 
demment de meme du derive H' de H, et, en vertu de (9) et (13), 
il en sera encore de meme du derive faible F^i) de f, D une 


Le symbole AB d^signe d'une fa^on gdn^rale la partie commune des 
ensembles A et B. 
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fa^on analogue, en admettant que le derive faible G(^n-i) d’ordre 
n — \ de G ne soil pas faiblement ferme, il en sera evidemment 
de meme du derive faible //(«> d’ordre n de //, done, en vertu de 
(14), aussi du derive faible d’ordre /z + 1 de T, c. q. f. d. 

Remarque. On peut definir les derives faibles F d' or dr e 
transfini i de F pour les nombres transfinis 4 de deuxieme classe, 
en posant F^^^ = ^F ou F^^>^ = {F (^-i))ri), suivant que 5 est un 

nombre-limite ou non. 

On peut etablir alors par induction le theoreme suivant, ana- 
logue au th. 1: 

IL existe pour tout nombre transfini i de deuxUme classe un 
ensemble lineaire de fonctionnelles lineaires definies dans Vespace 
{Cq) et dont le derive faible d*ordre i n'est pas faiblement ferme ^). 

On peut cependant montrer que, E etant un espace du ty- 
pe (B) separable et F un ensemble arbitraire de fonctionnelles 
lineaires definies dans £, il existe toujours un tel nombre % 
fini ou transfini de deuxieme classe que I’ensemble F est faible- 
ment ferme. C’est une consequence facile du th. 4 (Chap. VIII, 
§ 5), p. 124. 

Theoreme 2. Soient E un espace du type (B) separable et 
F (ff E'^) un ensemble lineaire. Pour que F ^i) = £, il faut et il suffit 
quHl existe un nombre M>Q tel que F contienne pour tout x(^E 
une fonctionnelle X satisfaisant aux conditions 

(15) \^\<M et |^(.v)| = |a:|. 

Demonstration. Necessite. Soit pour tout n natutel A 
I’ensemble des fonctionnelles lineaires X definies dans E qui sont 
des limites faibles dejs suites {Xk} de fonctionnelles appartenant 


*) Voir S. Banach, Stir le dirive faible des ensembles de fonctionnelles 
lineaires, l^udia Mathematica IV (k paraitre). 

*) E ddsigne, comme auparavant, Tespace conjugud avec E, c. h d. Tes- 
pace des fonctionnelles lindaires ddfinies dans E. 
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a r et verifiant Tinegalite \Xk\-Cn pour = 1, 2, ... On a done 
en vertu du th. 2 (Chap. VIII, § 5), p 123, ^ An, d’oii par 

n-\ 

I’hypothese 

(16) E = 

K — 1 

Remarquons que tout An est un ensemble fernie. Soit, 
en effet, {Xj) une suite de fonctionnelles appartenant a An ou 
lim ! A} — A"| = 0. Par definition de An il existe done pour tout 

y— >c« 

j une suite {X^) faiblement convergente vers Xj, ou Cl ^ ^t 
^ pour /j=l,2, ... Etant donnee une suite {Xr}, dense dans E, 
les egalites lim XJ^(Xr) — Xj{Xr) et lim Xj{Xr) — X (Xr), qiii se pre- 

k- j >C-3 

sentent quels que soient j et r, enlrainent Texistence d’une suite 
{yVC} telle que lim = AT (Ar) pour tout /' = 1,2, ... Comme 

Xl_ < n, il en resulte en vertu du th. 2 (Chap. VIII, § 4), p. 123, 
que la suite {A^.} converge faiblement vers Af, d’ou X C 

Ainsi, tout An etant ferme et I’espace E etant egalement du 
type {B), I’egalite (16) entraine I’existence d’un indice tel que 
z /,70 contient une sphere K(Z.B. Designons par X' le centre et 
par p le rayon de AT. 

Etant donne un element x E, il existe en vertu du th. 3 
(Chap. IV, § 2), p. 55, une fonctionnelle X^C^E telle que 

(17) XM=-\x\ et !ACi = l, 

Posoiis 

(18) A = — et X" = X A'o + (1 - X) V'. 

1 + 1 A"! o-rv y 

On en tire facilement | X" — X' | < p, d’ou X' (Z. XCl Il 
existe par consequent deux suites {AC'} et {AC"} de fonctionnelles 
appartenant a E et faiblement convergentes vers Af' et X" respe- 
ctivement; on a done en meme temps 

(19) I AC' I < aZq et I AC" | < pour Aj = 1, 2, ... 

La suite AC" — ^ - AC'| appartient a T et d’apres (18) 

I X ^ J 
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tend faiblement vers X^, D’apres (17) il existe par consequent 
un indice tel que 

(20) ^ A';' (JC) - ^ = a ■ I X I oil . - -<a<2. 

En posant done X = ^ | ^ X'^ — 1— 3 j ^ on obtient T, 

2/7 

X(x) — ! X !, et, en vertu de (18) — (20), | X\ < M == (2 + 2 | A"' | + p), 

de sorte que M est independant de x. Ainsi la condition (15) se 
trouve en effet realisee. 

Suffisance. z/ designant Tensemble des fonctionnelles 
lineaires X appartenant a F et telles que |A"| 1, il existe dans 

zl suivant le th. 4 (Chap. VIII, § 5), p. 124 ^), une suite de fon- 
ctionnelles lineaires {Xr} faiblement dense dans zl. 

Posons poiir tout x (2 E 

(21) y = {‘qr] oil r^r = Xr(x) pour r = 1, 2, ... 

On a done 

(22) h,|.<iAV;-|x| -<lx|, 

d’ou y (2 ('^O- En admettant pour y la norme adoptee dans {m), 
on obtient de (21) et (22) 

(23) 

D’autre part, X (2 F designant une fonctionnelle qui remplit 

par Phypothese la condition (15), posons X’ = ^ X. Par conse- 

M 

quent | A"' j < 1, d’ou X' (2 zl. Il existe done une suite partielle {Xrj) 
faiblement convergente vers X\ d’ou lim I AV.(x) | = | A''(x) | , ce 

y >c>o J 

qui donne en vertu de (15) et (21), lim | v] | | A^'(x) | >- — | x | et 

r->c« M 

par consequent 

( 24 ) \y\>2\^\- 

M 


q en y remplagant F par A et A par 
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En posant done y — U (x), on voit facilement de (21) et (22) 
que I’operation U (a:) est lineaire; en vertu de (24) il en est de 
meme de I’operation inverse x = U~^{y), L’espace E etant par 
hypothese separable, le contredomaine de U (a) I’est egale- 
ment par suite de la continuite de cette operation. 

Ceci dit, soient X une fonctionnelle lineaire quelconque de- 
finie dans E et 

(25) Y(y)^X[U-\y)], 

de sorte que (I’operation U^^{y) etant lineaire) Y est une fon- 
ctionnelle lineaire definie dans E^, En vertu du theoreme de 
M. S. Mazur (Chap. IV, § 4), p. 72 ^), il existe done une suite 
double de nombres {cf.„r} telle que 

(26) V (y) = lim V r;, pour yCL^i 

et a,nr = 0 pour r> kn ou {kn} est une suite de nombres naturels. 
On en deduit suivant (21): 

CO ^tt 

(27) ^nr Xr{x) = Xn{x)f 

r:^l r—l r^l 

de sorte que Xn(Z E pour /z = 1, 2, ... , puisque F est un ensem- 
ble lineaire et Xr (Z J (Z F, 

Or, on a selon (26) et (27) Y [U (a*)] — lim Xn{x), d’ou selon 
(25) X (x) = lim Xn(x) pour tout x Z1 E; la suite {Xn} converge 

/z— >oo 

done faiblement vers X, Par consequent X (Z_ F [i), ce qui prouve 
que la condition est en effet suffisante, c. q. f. d. 

Il est facile de voir que I' ensemble E de toutes les fonctions 
reelles bornies et continues x (g), definies dans n*importe quel ensemble 
metrique Q, constitue un espace du type (B), lorsqu’on y definit 
Taddition et la multiplication par nombres de la fagon habituelle 
et prend comme norme 


‘) en y rempla^ant ij par 
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(28) II X 11= borne sup|x(^) . 

qQQ 


Si, en outre, I’ensemble Q est compact, Tespace E en question 
est separable. 

Gn a dans ces hypotheses le 

Theoreme 3. {qr) designant une suite de points dense dans 
Q, a existe pour toute fonctionnelle iineaire X definie dans E un 
tableau de nombres reels {a/,.} et une suite de nombres naturels {kn) 
telles qiie 

lim V dir X {qr) — X (x) pour x (2 E . 

/■—I 


La demonstration resulte du th. 2 qui precede, etant donne 
que dans ces conditions Tensemble f des fonctionnelles lineaires 

rn 

de la forme ^ at X (qi), ou ai sont des nombres reels et m est un 
nombre naturel quelconques, satisfait a I’hypothese du th. 2. 


= -- I a: 


En effet, il existe pour tout x C E mxs. q^CQ tel que | x | > max | x {(p | = 
et comme ~ (^o ) fonctionnelle Iineaire a la norme 1 


on n’a qu’a mettre M = 2. 


Le th. 3 peut etre aussi deduit facilement par I’application 
directe du th. de M. S. Mazur, p. 72. 


§ 2. Convergence faible des elements. 

Soit a present Q un ensemble abstrait quelconque, pas ne- 
cessairement metrique, et E Tespace du type {B) de toutes les fun- 
ctions reelles bornees x {q) definies dans Q, avec la norme (28). 

Une fonctionnelle X definie dans E s’appellera non negative, 
lorsque, quelle que soit la function x (Z condition x {q) > 0 
pour tout q dQ entraine X (x) > 0. 

Theorfeme 4. Toute fonctionnelle Iineaire X definie dans E 
est une difference de deux fonctionnelles lineaires non negatives 
difinies dans E. 
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Demonstration. Posons pour tout sous-ensemble 5 de Q 

(29) [X {S) — borne sup A" (cp^.) 

Tk.S 

ou cpy, designe d’une fa^on generale la function caracteristique 
de I’ensemble T. On a done 

(30) 0<|x(5) < ||A^ I 

et (5i + ‘^ 2 ) == (‘^i) + (‘^ 2 ) pour et disjoints. En raison 

de (29) on a de plus 

(31) n.{S). 

Pour toute function x (2 E telle que j.v — 1 soit 

(32) Xn((j) = ^ pour ^ < a : {q) < ^ oil — n i < n. 

On a evidemment Xt^) — x{q) \ -- pour tout ^7 C f^’ou 

\Xn — x\^ < ^ et par consequent 

(33) A: = liinA:„. 

n-y-’ 

Si,n designant I’ensemble de tons les elements de Q qui sa- 
tisfont a I’equation x,i (q) ~ ~~ ou — // < i < n, posons 

(34) X(^) = lim y-%(5,-,„). 

//->oa n 

i~. — n 

On montre facilement que, en vertu de (33), la liinite (34) 
existe et qu'on a selon (30) \X' (x) \ < i!A"|l. 

Or, la fonctionnelle X'(x) est non negative, car, en admet- 
tant que 

(35) a: (^) > 0 pour tout <7 C Q > 
on obtient de (30) et (34) I’inegalite 

(36) X\x) > 0 . 

n I 

Remarquons d’autre part que (32) donne Xn{q) = J^g)y 
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" i 

d’ou selon (31) X {Xn) < ^ — (x {Si,n) et par consequent d’apres 
(33) et (34) 

(37) X{x)<X\x), 
de sorte que la fonctionnelle 

(38) X'\x) ^ X\x) - X (X) 

est e^alement non negative, car on a en vertu de (37) I’inega- 
lite X'\x) 0 toutes les fois que la condition (35) se presente. 

Enfin, X (x) = X\x) — X''(x) par suite de (38). 

Theoreme 5. Pour qiCane suite de fonctions {xn) a normes bor- 
nees dans tear ensemble et appartenant d E converge faiblement vers 0, 
il faiit et il suffit qiCon ait 

(39) lim lim i Xniqi) | = 0 

7i>c:o ' 

pour toute suite de points {^//} appartenant a Q. 

Demonstration. Necessite. Supposons, par centre, que pour 
une suite {qi) de points de Q on ait lim lim \ Xn{qi) \ > a > 0. Il 

// >'-0 I 

existe done une suite croissante {nk) de nombres naturels telle 
que lim \Xni^{qi)\ > a>0 pour tout k et on pent en consequence 

extraire de {qi) par la melhode de la diagonale une suite partielle 
{qij) telle que 

(40) I lim XnJ^qij) | > a > 0 pour k — 1,2, ... 

Considerons la fonctionnelle lineaire X definie par la formule 

X (x) = Lim X ((/,.) pour tout x (2 E, 

y->-o > 

le signe Lim ayant ici le sens defini au Chap. II, § 3, 4, p. 34. 
On a alors selon (40) | X (Xn^) | > a pour k = l,2, ... , d’ou 

(41) lim I X (Xn) I > dt > 0 , 

n->cx3 

de sorte que la suite {x«} ne tendrait pas faiblement vers 0. 
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Suffisance. Afin de prouver qu’une suite de fonctions 
{aT/,} oil \x„ \ < M pour /z = 1, 2, ... converge faiblement vers 0, 
il suffit done, inversement, de montrer qu’il n’existe aucune fon- 
ctionnelle lineaire et non negative X qui remplisse I'inegalite (41). 

Or, supposons par contre, qu'une telle fonctionnelle X 
existe; nous pouvons evidemment admettre que 


(42) |A^| = 1 et llm (a:„) > a > 0 . 

n->c<5 

Posons pour tout g (ZQ 


et 


5 ® 

\ 0 pour x„{q) < 0 
t„{q) = x„(q) - s„(q) . 


Une des limites lim X (s„) et lim X (t„) depasse evidemment 

n->oo /i~>co 

— • Soit done 
2 

(43) lim A^(5;,)> — >0. 

n-^-^ 2 


Posons ensuite pour tout g d Q 


yniq) = 


5 „(< 7 ) pour 
0 pour 


Sn{q) > 
Sn{q) < |-- 


Alors |!s„— _y„!j < — » d’ou selon (42) et (43) 
6 


(44) 


lim A'(j;„) > - >0. 
3 


Designons par 5« le sous-ensemble de Q forme de tous les ^ C Q 


tels que | Xn{g) | 


et soit ^n{g) la fonction caracteristique de 


Tensemble Comme \\yn || < \\Sn |1 < ll Xn || < Af, on a ^nig) '>^yn{g) 
pour tout gdQ zz = 1, 2, ... , done, la fonctionnelle X etant non 
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negative, X {M • <pn) > X (yn), d’ou selon (44), en posant 

(45) lim A^(9;,)>P>0. 

rt->oo 

Considerons la fonction d'ensemble F definie pour les sous- 
ensembles 5 de Q par Tegalite 

(46) FiS) = X(<^s) 

ou 95 est la fonction caracteristique de 5. L’inegalite (45) peut 
done etre ecrite dans la forme lim F (Sn) > P > 0. Soit le plus 
petit nombre naturel tel que 

(47) irmF(Sn,Sn)>0^), 


Un tel til existe. 

En effet, supposons par centre que lim 7^(5^ 5,,) = 0 et par consequent 

que lim ^ 5^- 5,^ = 0 pour ^ = 1, 2, ... II existerait done deux suites crois- 

/ 

santes et (/Zy) telles que pour y = l,2, ... 

*/ 

En posant 7". = aurait en consequence 

^ /=! ^ 

(48) Tj^ et Tj^ disjoints pour tout ^ 


( 49 ) ^( 7 '/)> 2 

Par suite, Yy designant la fonction caracteristique de Tensemble Ty, les 
formules (46) et (49) donneraient 


P°‘"' ” = 1 . 2 , - 


On a cependant d’apres (48) 1 ^ Y/| 1 j ^’ou ^1 pour./? = 1, 2, .. 

l/=i I Wi / 

contrairement a (50). 


1) cf. la note '), p. 212. 
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En procedaiit comme pour (47), on aboutit par induction 
k I’existence d’une suite croissante {nj) satisfaisant aux inegalites 
Wm F {Sn^Sn^ ... Srij Sn)> de sorte qu’aucun .des ensembles 

n ><>o 

n’est vide. 

Soil a present </, pour i = 1, 2, ... un point arbitraire de I’en- 
semble 5„, ... 5,,,.. Evideininent, pour tout i >j on a done 

gidSnj, d'ou, par definition de S„, I’lnegalite | | > - pour 

tout / = 1,2, ... II en resulte que et par conse- 

quent que lim lim \Xn(qi) \ > ^ ’ contrairement a I’hypothese (39). 

Theoreme 6. Etant donne un espace E du type {B), pour 
qu'une suite {a«} oil Xn CZ E pour = 1, 2, ... (i normes bornees dans 
leiir ensemble converge faiblement vers 0, il faut et il suffit qu on 
ait 

(51) lim lim | Xi{Xn) 1 = 0 

pour chaque suite de fonctionnelles {A"/} appurtenant a un ensemble 
r de fonctionnelles lineaires definies dans E qui jouisse des pro- 
prietes suiv antes: 

I' ensemble des normes des fonctionnelles X C. F est borne, 
2® il existe un nombre N>i) tel que pour tout eUment xC.F 
Vensemble F contient une fonctionnelle X remplissant Vinegalite 

(52) X{x):^N\x\. 

Demonstration. Pour montrer que la condition est suffisan- 
te, considerons I’espace E^ de toutes les fonctions reelles bornees, 
definies dans F. Faisons correspondre a tout element a: Cl ^ la 
function / C donnee par la relation 

(53) f{X) = X{x) pour XQ^^ 

M designant la borne superieure des normes des function- 
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nelles X f, pofeons f ^ U (Jt:). On a d’apres (53) et (52) 
1^1 < |!/|| < A1-\x\; par consequent, I’operation U etant addi- 
tive, elle est lineaire, de meme que son operation inverse. 

Ceci etabli, si la suite {xn) satisfait a la condition (51), 
on en conclut d’apres (53), en posant fn(X) = X (x«), que 
lim lim |/„(A'/) I =0. II en resulte en vertu du th. 5, p. 219, que 

la suite {fn} tend faiblement vers H. Coinme I’operation x—U~\f) 
est lineaire et Xn — U~^{fn)y il s’en suit en vertu du th. 3, (Chap. 
IX, § 5), p. 143, que la suite {.v,,} converge faiblement vers B. 

On moiitre par un raisonnenient semblable que la condition 
est necessaire. 

Theoreme 7. Etant donne un e space E du type {B), pour 
qu'une suite de ses dements d nor me s bornees dans tear ensem- 
ble converge faiblement vers 0, il faut et il stiff it qiCon ait 

(54) lim X {Xn) = 0 pour tout X (ff E, 

oil r est un ensemble de fonctionnelles jouissqnt des proprietes 1*^ 
et 2° et en outre faiblement compact. 

Demonstration. La condition est necessaire par definition 
de la convergence faible des elements. Pour prouver qu’elle est 
suffisante, il suffit (en raison du th. 6) de montrer que (54) en- 
traine (51). 

Supposons par centre qu’il existe une suite partielle et 

une suite {Xi) de fonctionnelles de E telles que 

(55) Imi I X/(;c„^) I > a > 0 pour /s = 1, 2, ... 

/->oo 

Or, I’ensemble E etant par hypothese faiblement compact, il 
existerait une suite partielle {Xij) faiblement convergeiite vers 
une fonctionnelle Xq (ff d’ou selon (55) | XJ^Xnf) \ > a > 0 pour 
k = \,2, ... , contrairement a (54). 

On deduit facilement des theories qui viennent d’etre eta- 
blis les theoremes suivants. 
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Annexe. Convergence faible dans les espaces du type (B). 


Th^oreme 8. Etant donnee une suite de fonctions rielles 
continues^ definies dans un ensemble Q metrique compact et bor~ 
nees dans tear ensemble, la condition necessaire et suffisante pour 
la faible convergence de vers 0 est qu'on ait 

lim Xn{q) = 0 pour tout q d Q • 

La demonstration s’obtient du th. 7, en designant par E Tes- 
pace des fonctions reelles continues definies dans Q et par F 
I’ensemble de toutes les fonctionnelles lineaires X definies dans 
E de la forme X (x) == x (q) ou a: C ^ et <7 C Q- On a alors evi- 
demment \X\ = 1 pour tout Xd^ et il est aise de voir que F 
remplit aussi les autres hypotheses du th. 7. 

Remarque. En particulier, on obtient aussitot du th. 8 les 
conditions pour la convergence faible des suites de fonctions con- 
tinues definies dans I’intervalie rectiligne, resp. dans le carre. 


Theoreme 9, Pour qu*une suite de fonctions {Xn} appurtenant 
d Vespace (M) converge faiblement vers 0, il faut et il suffit que 
pour toute suite de fonctions {a,(^)} telles que 


on ait 


1 

J j (Xi{t) \dt = \ oil / = 1, 2, ... 

0 


lim lim 


j j‘a,(0 x„{t) dt 

0 


= 0 . 


La demonstration resulte du th. 6, p. 222, en designant par F 
I’ensemble de toutes les fonctionnelles lineaires X definies dans 
(M) de la forme 


1 

X(x)= 

0 


1 

oil ^\o.{t)\dt^\. 

0 


On a alors | A"| = 1 pour tout X dP ®t, pour tout x d (^)> 
il existe une function a {t) verifiant les conditions 
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I’l « (0 1 


dt = \ et 


I a (0 a: (0 ( 


II suffit done de poser dans le th. precite N^-^- 

Theoreme 10. Pour qu'ane suite {Xn}y oil Xn — {c^}, d'elements 
de respace (m) converge faiblement vers 0, il faut et it suffit 
d' avoir pour toute suite d'indices {ki) 

lim lim | | = 0 . 

n~>-o ' 

La demonstration resulte dii th. 6, p. 222, en designant par 
r la suite {Xj} des fonctionnelles de la forme 

Xj(x) = oil X = {^y} C ('^) j = 2, ... 

On a alors | A"y | = 1 pour y = 1, 2, ... et il existe en outre 


pour tout a: {m) un j tel que | Xj{x) \ 


|.v|i. On posera done 


S. Banach. Th^orie des operations lineaires. 


15 



REMARQUES. 


INTRODUCTION. 

§ 3. Nous ecrivons lim as .v„(/) — a* (/), lorsque la suite de fonctions {xJt)\ 
converge asymptotiquement vers la fonction x (t). 

§ 6. Le dernier th. implique que si les fonctions continues x,^ {t) sont 
bornees dans leur ensemble el la suite ^st convergente partout, 

b 

lim / Xf^it) da {t) existe pour toute fonction a (t) a variation bornee (cf. F. R i e s z, 
a 

Stir le theoreme de M. Egoroff et sur les operations fonctionnelles lineaires, 
Acta Szeged 1 (1922), p. 18—26). 

§ 6. La demonstration du th. de M. Lebesgue se trouve aussi dans 
Touvrage de M. H. Hahn, Vber Folgen linearer Operationen, Monatshefte f. 
Math. u. Phys. 32 (1922), p. 1—88. 

§ 7. La distance des Elements a et ^ dans (S) pent etre definie egale- 

ment par la formule (x,y) = borne inf [<•) -j- m E (I x (t) — y (t) 1 > (d)] La m6tri- 

o<a) ^ 

que ainsi obtenue est ^quivalente a celle du texte (voir 1, p. 9). 

Pareillement, dans ( 5 ) la metrique (x,y)~ borne inf T ^ ! 1 

l<n- 00 I n I ^ j 

6quivaut a celle donnee dans 2., p. 10 (cf. M. Free he t, Les espaces abstraits, 
Paris 1928, p. 82 et 92). 

Dans les exemples 1, 3, 5, 7, 8 et 10 on pourrait d’ailleurs admettre que 
les fonctions en question sont d6finies dans un ensemble d’une nature plus 
generale. Ainsi p. ex. dans 5, p. 11, les fonctions peuvent etre suppos6es de- 
finies dans un espace (D) compact arbitraire, ou meme seulement complet, en 
se bornant dans ce dernier cas aux fonctions bornees continues, resp. unifor- 
mement continues. 


‘) Pour la signification des symboles v. p. 3, renvoi'^). 
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Beaucoup d’exemples des espaces (D), intdressants aii point de vue de 
la th^orie des operations, se trouvent dans les ouvrages prec4tes de M. H. Hahn 
et de M. M. Free he t; a regard des applications une attention speciale me- 
ritent les espaces consideres dans les travaux de M. J. Schauder, Ziir The- 
one stetiger Abbildungen in Funktionalriiurnen et Bemerkiingen zii meiner Arbeit.., 
Math. Zeitschr. 26 (1927), p, 47—65 et 417—431. 

Parini les autres exemples sont a noter les suivants. 

11. Lespace (Q) de toiites les fonctions quasi-periodiques avec la metrique 
== max 1 .^( 0 — ( 01 - 

12. L’espace (HiP)) oil /? >1, forme de toutes les fonctions definies dans le 
cercle s^ -f- F < 1 et respectivement ^quivalentes (c. a d. egales presque partout) 
d des fonctions harmoniques. La metrique qui y est entendue est donnee 

par la forinule (.v,y) = | ^ j \ — y i^jl) dsdt^ P . 

13. L'espace (R) des fonctions definies dans fO,!] et eqiiivalentes respective- 
ment (I des fonctions integrables an sens de Riemann avec la metrique {x,y) — 
= vrai max \x{t)~-y {t)\. Pour une function z (t), ou 0 < t < 1, mesurable et 

0 </<l 

superieurement boriiee presque partout, vrai max z (t) designe la borne infe- 

0 </<l 

rieure des nombres cn tels que z{f) f oi presque partout. 

Les exemples 11 et 12 se trouvent dans I’ouvrage de G. A s c o 1 i, 
Siigli spazi lineari meirici e le loro varietd lineari, Annali di Matematica X 
(1932), p. 33 — 81, et I’exeniple 13 dans celui de M. W. Orlicz, Beitrdge zur 
Theorie der Orthogonalentwickliingen, Studia Mathematica I (1929), p. 1 — 39 et 
241 — 255. 

M. Orlicz a de plus attire I’attention siir une classe d’espaces qui con- 
tient les espaces {Lip)) ou p>\ et dont les autres ont avec eux beaucoup de 
proprietes communes. 

Soit notammeut M (a) une function convexe definie pour toutes les 
valeurs reelles de n et telle que 1® M{ — ii) — M (ii), 2® lim -7 M (t/) = 0, 

U-H) “ 

30 lim ~ M (m) = + ck, et 4^ Fim M {2u) <+^. 

Soit N{u) la function definie ppur toutes les valeurs reelles de v par les 
relations: N (t/) — max \uv — M («)], lorsque v > 0 et A/ (z;) == N{ — v) pour < 0. 

0 - :u‘ 00 

Ceci pose, T ensemble (0) de toutes les fonctions x{t) definies dans [0,\] pour 
1 

lesqtielles il existe T integrate j M [x(0j dt, mdtrise par la formule 
b 
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1 1 

( v, v) — borue sup j \x (t) — y (t)] o) {t) dt on j N [o> {t)] dt < 1 ^ 

0 0 

constitue iin espace meirUjiie complete 

En particulier, pour M («) = ^ j • 1 n \P ou p>l, on a 

p \ 1 

M {v) = \ V ip-'i- et (x,y) = \^l \ x (t) —y (t) 'PjP, de sorte que I'espace (0) est 
0 

dans ce cas identique a {/JP)). 

En remplacant dans la definition de Min) la condition 4® par 
lim \}r\ M (2//) y changer la definition de N (i'), I’espace (o) des 

suites de nombres reels {E^} telles qne lasdrie ^ Af (E,^) est convergente, niHrise par 

1 

la formnle 

ix,y) = borne sup V (E^ — on x = { E„} , y = et ^ N ((•>,,) 1 , 

t~\ 

constitue anssi nn espace metriqiie complet, dont les espaces (/(Z')) avec 1 sont 
des cas particuliers (cf. W. Orlicz, Ober eine gewisse Klasse von Rdumen vom 
Typiis (B), Bull, de I’Acad. Polonaise des Sc. et des Lettres, Fevrier 1932). 

II est enfin a remarquer qu’aucun des espaces 1—13, (0) et (o) n’est 
compact; plus encore: dans chacun d’eux les ensembles compacts sont non 
denses. 

§ 8. Les espaces 1, 2, 5 — 10 et 12, de meme que les espaces (0) et (o) 
de M. W. Orlicz, sont s6parables. Par centre les espaces 3, 4, 11 et 13 ne 
sont pas separables, tout en ^tant, comme les precedents, de puissance du 
continue. Dans chacun de ces derniers espaces les ensembles de puissance 
inferieure a celle du continu sont non denses. 

§ 9. Comme I’a remarque M. K. Kura tow ski, si une operation mesu- 
rable (B) transforme d’une fa<jon biunivoque un espace mdtrique separable E 
en espace metrique Topdration inverse remplit la condition de Baire. 
La demonstration s’appuie sur le th. 7, p. 17, et sur le theoreme suivant: pour 
qu’une operation U (x) definie dans un espace metrique E et dont le contre- 
domaine est situe dans un espace metrique Ei remplisse la condition de Bai- 
re, il faut et il suffit que pour tout ensemble ferme GiQEi I’ensemble G 
d’eiements xCE tels que Uix)CGi remplisse la condition de Baire (v. C. K u- 
ratowski, La propriety de Baire dans les espaces m^triques, Fundamenta Ma- 
thematicae XVI (1930), p. 390—394). 



Remarques aii chapitre I. 


229 


CHAPITRE 1. 

§ 1 . Etant donn6 que les espaces du type [F), etudies dans les chapi- 
tres BUivants, constituent des cas particuliers des espaces du type (G), notam- 
ment lorsqu'on les considere comme des groupes par rapport a {’addition qu’on 
y d^finit, il a 6te pr6f6rable de fixer d’embl^e le nom d’addition a reparation 
fondanientale du groupe et d’y conformer les 6nonc6s et la notation. 

Tons les espaces m^triques 1 — 13, (O) et (o) constituent, comme on voit 
aussitdt, autant d’espaces du type (G); comme operation fondamentale du 
groupe on y admettra I’addition ordinaire des fonctions, resp. des suites. Tous 
ces espaces sont abeliens, c. a d. que I’addition definie dans eux est com- 
mutative (en formule: x y — y x). 

Parmi d’autres exemples des espaces du type (G) on pent citer les sui- 

vants: 

14. L’espace des transmormations homeomorphes dTin espace metrique 
compact Q en lui-meme, lorsqu’on d^finit la distance de deux hom^omorphies 

X et y par la formule {x,y) — borne sup {x (q), y (q)) -f- borne sup 

qcQ KQ 

et entend par I’addition la composition ordinaire des transformations. 

15. L’espace des transformations isometriques d’une sphere (situee dans 
un espace metrique) en elle-meme, lorsqu’on y definit la metrique et I’addi- 
tion comme dans Texemple precedent. 

16. L'espace de toutes les fonctions definies dans un espace m6trique Q 
et admettant comme valeurs les nombres complexes a module 1 (on pent les 
supposer en outre continues ou uniformenient continues), lorsqu’on definit la 
distance de deux fonctions .v et y par la formule (r,y) — borne sup ! x {q) — y {q) | 

et entend par I’addition la multiplication ordinaire des fonctions. 

17. L’espace des transformations biunivoques de I’ensemble des nombres 
naturels en lui-meme avec la mdtrique 

^1 ! .V (n) — y (n) 1 + ! .v-i(n) — L 

{x,y) - 2 « ' 1 + I x \n) -y (n) i + ■ ->’-'(«) I 

1 

(oil x[n), etc. d^signe I’iniage de n obtenue par la transformation a:, etc.) et 
avec I’addition entendue comme composition des transformations. 

Etant donn6 un espace arbitraire E du type (G), si une suite d’t^le- 
ments de E est convergente, on a 6videmment 

(I) lim (a: -A' 

p- >00, ^ 

mais on ne salt pas si, reciproquement, la condition (I) entraine toujours la 
convergence de cette suite. 
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Si dans iin espace metriqiie E Taddition des elements est d^finie de 
maniere que E constitue par rapport a elle un groiipe, et m^m'e les axiomes 
II, et II 2 etant reinplis, il ne suffit pas que la condition (I) entraine tou jours 
la convergence de la suite vers im Element de pour que I’espace E 
soit complet. On ignore toutefois s’il n’existe alors dans E une autre me- 
trique, ^quivalente a la m^trique donnee, et qui eii formerait un espace du 
type (G). M. D. van Dantzig a montre qu’il en est ainsi dans I’hypothese 
supplementaire que E est un espace abelien; dans ce cas on pent trouver meme 
une metrique 6quivalente „glissante“, c. a d. telle qu’on ait (.v,_v) = (x z,y -\- z) 
pour tout zCE (cf. D. van Dantzig, Einige Sntze Uber topologische Gnippen 
Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 41, 1932). 

La .definition des espaces du type (G). de meme que tons les theoremes 
du texte se trouvent dans la note: S. Banach, Oder metriscUe Gruppei}, Stu- 
dia Mathematica III (1931), p. 101 — 113; cf. aussi F. Leja, Sur la notion de 
groups ahsirait topologique. Fundamenta Mathematicae IX (1927), p. 37—44. 

§ 2. Lea espaces 1 — 10 (Introduction, § 7, p. 9—12), de meme que les 
espaces 11—13, (0) et ( 0 ) definis ici (v. p. 227—228), sont coniiexes. 

§ 3. Outre le th, 5, p. 24, on a le theoreme: Vespace E etant connexe, si 
{G'„(a')| est line suite de fonctionnelles lineaires, V ensemble des points oil cette sui- 
te est born^e est soit de l-e categorie, soit identique a E. 

§ 4. II resulte de la remarque pr^cedente que, Vespace E ^tant connexe, si 
{G^^(x)} est une suite double de fonctionnelles lineaires telles qu’on a pour une 

suite /x \ d'eldments de E la formiile lim | U^Jx) | =-|-(>o quel que soit p, Ven- 

' ^ ^ 

semble de tons les xQE tels que lim j „(x) | =-)-(!nd pour p = 1, 2 ,... est de Il-e 

q -ycx, ’ 

categorie et son complement est de I-e categorie. 

On peut montrer que les th. 3—7 du Chapitre III (p. 38—42) subsistent 
d6ja pour les espaces E et du type (G), lorsque Vespace E est suppose sepa- 
rable (cf. S. Banach. 1. c.. Stud. Math. Ill, p. 101—113). Le th. 5, p. 41, est 
aussi une consequence immediate du th. 4, p. 23, et de la remarque, p. 228. 
L’hypothese que E soit separable est essentielle; il serait interessant de savoir 
si les th. 3-7 en question subsistent aussi pour des espaces du type (G) non 
s^parables, mais connexes. 

Il est a remarquer que les deux proprietes suivantes sont ^quivalentes 
pour chaque espace E du type (G): 

(a) 6tant donnee une operation lineaire y — U{x) qui transforme E d’une 
fa^on biunivoque en un espace du type (G), I’operation inverse x = U-Hy) 
est lineaire 
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(^) 6tant donnee dans E une autre metrique {x,y)* par rapport a la 
quelle E est egalement un espace du type (G), si lim — x^ implique toujours 

lim {Xfj, x,,)* — 0, alors on a aussi Timplication inverse. 

n->oo 

Or, on ignore si ces proprietes se presen tent p. ex. pour I’espace fon- 
ctionnel E coi’ncidant avec celui de I’exemple 16, p. 229, lorsqu’on y designe 
par Q I’ensemble des nombres complexes a module 1. 


CHAPITRE II. 

§ 1. On pent egalement trailer les espaces vectoriels avec une multi- 
plication des tHtnnents non seulement par les nombres reels, mats aussi par 
les nombres complexes et sans que les axiomes 1) — 7) soient modifies. Ces 
espaces constituent le point de depart de la theorie des operations lineaires 
complexes et d’une classe, encore plus vaste, des operations analytiques, qui 
pr^sentent une generalisation des fonctions analytiques ordinaires (cf. p. ex. 
L. Fan tap pie, / fimzionali analitici, Citta di Castello 1930). Nous nous propo- 
sous d’eu exposer la theorie dans un autre volume. 

Un ensemble H situ^ dans un espace vectoriel E s’appelle base de 
Hamel dans E, lorsque tout element xQE est un© combinaison lin^aire des 
616ments de H sans qu’aucun xQH soil une combinaison lineaire des a litres 
Elements de H, Tout espace vectoriel admet des bases de Hamel et elles sont 
deux a deux toujours de puissance egale. 

§ 2. La rernarque precedent© implique pour tout espace vectoriel E 
I’existence des fonctionnelles additives, homogenes et non identiquement nul- 
les, d^finies dans E. 

§ 3. Le dernier theorem© (v. p. 34, 4.) implique aussitdt qu’a tout sous- 
ensemble S de I’ensemble des nombres naturels N on pent assigner une me) 
sure m S de fa(jon que 1) mS 'p 0, 2) m (S, + 5.^) — m m pour 5i et 

disjoints, 3) m = m Si, Lorsque Sx et 4) m = 1. 

Quelle que soil la mesure assujettie aux conditions 1) — 4), I’ensemble 
de tons les nombres de la forme an-{- b pour n = 1, 2, ... , avec a ei b fixes, 

est de mesure “ ; I’ensemble de tons les nombres premiers est de mesure 0. 

Une mesure satisfaisant aux conditions 1) — 4) ne coincide pas toujours avec 
-la density (lorsque Celle*ci est definie), mais on pent toujours s’arranger de 
fa<jon que cette condition supplementaire soil egalement satisfaite. 
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CHAPITRE III. 

§ 1. All sujet de la definition des espaces du type {F) voir M. Freeh et, 
Les espaces abstraits topologiqiiement affines, Acta Math. 47 (1926), p. 25 — 52. 

Evidemment, les espaces 11 — 13, (0) et (o), d^finis p. 227 — 228, sont 
anssi du type {F). 

M. S. Mazur a remarque que tout espace du type {F) remplit la con- 
dition 

(1) si liin = X, lim = y, lim = h ei lim = k, alors 

/J— ><SO /?— >C«D /J-Voo /I— yoo 

lim (/;„ x„ + k„ y„) = hx + fcv. 

/Z— >oo 

On ne sait pas si dans tout espace vectoriel, complet et satisfaisant a la 
condition (1) la metrique peut etre remplacee par une metrique equivalente 
de inaniere a en obtenir un espace du type (/'). 

§ 3. Les th. 3—9, p. 38—43, restent valables pour tout espace metrique 
vectoriel F satisfaisant a la condition (1) et a la condition suivante: 

(2) si lim (a’ — x^) — Oyil existe un clement xCF tel que lim = a*. 

/7->oa " " 

^->oo 

M. Mazur suppose de pouvoir remplacer cette derniere condition par Thypo- 
these que I’espace E est complet. Une demonstration simple des th. 3 — 5 
pour le cas des espaces du type {B) se trouve dans la note de M. J. Schau- 
der, Vber die Umkehrung linearer stetiger Fimktionaloperaiionen, Studia Math. II 
(1930), p. 1-6. 

Considerons a present, dans un espace E du type {F), un ensemble 
quelconque GQE, lineaire et ferme. 11 est evident qu’on obtiendra une d(5- 
composition de E en parties disjointes, si on convient de ranger deux 616- 
inents x et y de i: dans une menie partie, lorsqu’on a x — yCG, et seulement 
alors. On a le theoreme suivaut: I’ensemble E* des parties de E ainsi obte- 
nues constitue un espace du type (/•), lorsqu'on y definit la distance et les 
op6rations fondamentales par les conditions (ou A, F et Z ddsignent des 616- 
ments de E*): 

V (A, F) = borne inf (A',y) ou x C A et y C 

2° A F est celui des ZQE* qui contient les 616ments de la forme 
A' -j-y ou xQX et y C F, 

3° tX est celui des FC^* qui contient les 616ment8 de la forme tx oCi 

X r A. 

La demonstration de ce th. se trouve dans mon livre Teorja operacyj, 
Tom I, Warszawa 1931, p. 47—49 (en polonais); cf. aussi F. Hausdorff, Zur 
Theorie der linearen metrischen Riiume, Jourii. f. reine u. angew. Math. 167 
(1932), p. 294—311. 
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En s’appuyant sur ce th., on peut montrer que, 6tant donn^e une ope- 
ration line^aire U d^finie dans un espace E dii type {F) et dont le contredomaiue 
est situ6 dans im espace egalement du type {F), si E esi separable, le contre- 
domaine de U est mesiirahle {B). Cependant, on ne sait pas si I’hypothese 
que E soit separable est essentielle. 

§ 4. Les travaiix siiivants contiennent des applications d’une autre 
m^thode de la theorie des operations a ce probleme et aux problemes voi- 
sins: 

S. Mazurkiewicz, Sur les fonctions non d^rivables, Studia Math. Ill 
(1931), p. 92-94, 1 

S. Mazurkiewicz, Sur Vintdgrale j ibid., 

p. 114—118, « 

S. Banach, Ober die Bairesche Kategorie gewisser Funktionenmengen. 
ibid., p. 173—179, 

H. Auerbach et S. Banach, Ober die HOldersche Bedingung, ibid., 
p. 180—184, 

S. Kaczmarz, Integrale votn Dinischen Typus, ibid., p. 189—199. 

§ 6. Les autres applications de la theorie des operations aux problemes 
concernant les equations differentielles sont donnees dans les notes suivantes: 

S. B a n a c h, Sur certains ensembles de fonctions conduisant aux Equations 
partielles du second ordre, Math. Zeitschr. 27 (1927), p. 68 — 75, 

W. Orlicz, Zur Theorie der Differentialgleichung —f{x,y), Bull, de 

dx 

TAcad. Polon. des Sc. et des Lett., F^vrier 1932. 

§ 7. Ktant donne un ensemble lineaire ferine OC{s), il existe pour tout 
element A'oC(<y) — G une fonctioiinelle lineaire /(x) definie dans (5) et telle 
qu’on a f{x) = 0 pour tout x C G et /(a'q) = 1. 

Le th. 12, p. 51, implique que si le contredomaine d’une operation line- 
aire definie dans (.9) est situe dans (.»?), il est un ensemble ferme. 


CHAPITRE IV. 

§ 1. Les espaces vectoriels norines ont ete traite independamment de 
moi et presqu’a la ineme epoqiie par M. N. Wiener, dans sou ouvrage Limit 
in terms of continuous transformations. Bull, de la Soc. math, de France 150 
(1922), p. 124-134. 

Les espaces 11—13, (O) et (o), d^finis p. 227—228, sont du type {B). Par 
contre, I’espace (v?) de I’exeinple 2, p. 10 (v. aussi p. 50 52) n est pas du ty- 

pe {B) et meme, comme Pa demoutr6 M. S. Mazur, il n’est homeoinorphe 
a aucun espace du type (B). 
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§ 2 et 3. On peut etablir pour les espaces E du type {F) I’^quivalence 
des deux propriet^s suivautes: 

(a) Etant donnee une fonctionnelle lineaire f{x) definie dans un ensem- 
ble lint^aire GCE, il existe une fonctionnelle lineaire F {x) definie dans E et 
telle que F(x)~f{x) pour tout xc G. 

(^) Dans les memes conditions, si G est en outre ferine, il existe pour 
tout A',, — G une fonctionnelle lineaire F (x) dt^finie dans E et telle que 
F{Xo)^^, mais /'’(a) = 0 quel que soil xQG. 

Or, ces propriet^s Jie se presentent pas necessairement dans tous les 
espaces du type (/'). Ainsi p. ex. toutes les fonctionnelles lineaires definies 
dans I'espace (5) s’annulent identiquement. 

Etant donnes deux espaces E et E^ du type {B) et une operation line- 
aire U {x), definie dans Tensemble lineaire GCE, dont le contredomaine est 
situe dans on iie sait pas si elle se laisse (prolonger) de 0 siir /: tout 

entier, c. ad. s’il existe une operation lineaire K(a') definie dans E, ayant son 
contredomaine dans /:, et telle que V{x)^U{x) pour tout xC G. 

Cette extension de U (a) est toujours possible, lorsque E ^ est a un nom- 
bre fini de dimensions, mais meme alors la condition \V\f7—\U\Q peut rester 
irrealisable. 

§ 4. Les conditions 1®— 3^ p. 72, peuvent etre remplacees par les deux 
suivantes: 

1) cf-„j — 0 pour tout y > n ou n = 1, 2, ... 

n 

2 ) pour « = 1,2,... 

La forme generale des fonctionnelles lindaires dans les espaces (0) et (o) 
de M. Orlicz (cf. p. 227—228) est stabile dans son ouvrage cit6. Ainsi p. ex. 
toute fonctionnelle lindaire f{x) definie dans I’espace (0) est de la forme 
1 1 
/(x) = X (t) a{t) dt ou a{t) est une function telle que j N (k a{t)) dt existe pour 

0 () 
un k compris entre 0 et 1. 

i 

Selon M.F.Riesz la norme de la fonctionnelle lineaire /(a) = j x {t) dg{t) 

0 

definie dans (C), oi'i g (f) est une function a variation bornde, est egale ^ la 
variation de la fonction g{t) ddfinie comme suit: ^(0) = ^(0), ig(l) = ^(l) et 
g (0 = lim g{t-\-h) pour 0 < ^ < 1. 

§ 6. Voir F. Riesz, Sur V approximation des fonctions continues et des 
fonctions sommables. Bull, of the Calcutta Math. Soc. XX (1928/29), p. 55—58. 
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§ 8. Voir le livre de F. Riesz, Les systemes d’^qitations lindaires d une 
infinite d’inconniies, Paris 1913. 


CHAPITRE V. 

§ 1. Le th. 3, p. 79, implique qiie I’ensenible Q des points de convergence 
d’une suite d’op^rations lin^aires a normes bornees dans leur ensem- 

ble est toujours ferme. Dans le cas general Q est iin 

II est a noter a ce propos que, coniine Pont montre MM. S. Mazur 
et L. Stern bach, si est une suite de fonctionnelles lin^aires et 

Pensemble Q de ses points de convergence n’est pas ferme, il existe dans Q 
une suite de points {xA et un point x^yCF — Q tels que liniATy — et que la 

’ /->oo 

suite double est boriiCe. On en dediiit comme corollaire que dans 

ces conditions Q n’est pas un Or, ces enonccs se laissent etendre au cas 
on {^/„(-^)} est, plus generalement, une suite d' operations lineaires, pourvu que 
lenrs contredomaines soient situes dans un espace aussi du type (/i) 
et jouissant de la propriety: 

(y) pour toute suite {y„)i ou CEi et 1 = 1 pour n = 1, 2, ... , il exi- 
ste une suite de nombres { telle que la serie ^ t^v,^ soit divergente et que 

n^l 

la suite des normes de ses sommes partielles soit bornee. 

De la propriety (y) jouissent p. ex. Pespace (f) et tons les espaces du ty- 
pe (B) a un nombre fini de dimensions. 

Le corollaire qui vient d’etre mentionne se laisse, selon une remarque 
commune de M. S. Mazur et moi, preciser davantage en ce sens que dans 
les conditions considCrCes Pensemble Q n’est pas un Comme application, 

on en tire le th. que tout espace E du type {B) a une infinite de dimensions 
contient un ensemble lineaire qui est un FgS sans etre un MM. S. Ma- 

zur et L. S t e r n b a c h ont montre en outre que tout espace de ce genre 
contient un ensemble linCaire qui, sans etre un F^^ est une partie commune 
d’un F^ et d’un Gg; cependant tout ensemble linCaire Gg y est ferme. 

Dans certains espaces du type {B) on pent Ctablir Pexistence des en- 
sembles linCaires qui sont des Fr-oo soil's Stre des F^^i. Reste ouvert le proble- 
me s’il en existe toujours dans des espacCs du type {B) a une infinite de 
dimensions. On ignore aussi s’il existe des espaces du type (/•) contenant 
des ensembles linCaires des classes de Borel plus elevees ou des ensembles 
lineaires (A) non mesurables {B) ou encore des ensembles linCaires remplissant 
la condition de Baire, mais n’etant pas (/4). Tout espace du type a une 
infinite de dimensions contient des ensembles linCaires ne remplissant pas la 
condition de Baire. 
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Ces problemes se rattachent a certaines questions coneernant les ope- 
rations additives. E et Ex etant du type (/^, toute opt^ration U (a:) additive 
et niesurable (B) definie dans un ensemble lin^aire ferm6 GC.E et dont le 
contredomaine se trouve dans est en vertii du th. 4, p. 23, continue. Or, 
si I’ensemble G n’est pas ferme, Toperation U {x) peut ne pas 6tre continue: 
nous connaissons des exemples ou, G etant mesiirable (B), I’operation U (x) 
est discontinue de 1-e classe de Baire; mais nous ne connaissons aucim 
exemple ou elle soit d’line classe de Baire plus elev6e, De meme, on igno- 
re si I’operation U (x) peut remplir la condition de Baire sans etre en meme 
temps niesurable (B). 

On est amene aux operations additives discontinues par I’inversion des 
operations lineaires. E et E^ etant du type (F), si I’operation lineaire y = U (at) 
transforme d’une fa<jon biunivoque E en un ensemble ferme OiCB,, I’opera- 
tion inverse at = U-^(y) est en vertu du th. 5, p. 41, continue. Or, si G^ n’est 
pas ferine, I’operation peut ne pas etre continue, mais si I’espace E est 

st^parable, elle est toujours mesiirable (B). Ainsi, p. ex., dans le cas ou 
E — El = (Z.*), cette operation est de 1-e classe de Baire. 

§ 3. Le lemme et le th. 8 so trouvent dans la Note de M. F. Riesz, 1. c., 
p. 151. On aper^oit ais6ment que le th. r^ciproque du th. 8 est aussi vrai. En 
outre, le th. 8 se laisse g^neraliser comme suit: tout espace du type {F) conte- 
nant une sphere qiii y est compacte n'a qiiim nombre fini de dimensions: il est 
facile de voir que la reciproque est encore vraie. 

§ 4. Le th. sur etabli p. 85, provient liour le cas r = 1 de M. H. 

Lebesgue (v. Annales de Toulouse, 1909). 

§ 6. Tous ces exemples sont bien connus. 

§ 7. La methode A, qul correspond au tableau (A), s’appelle normale, 
lorsque o-^ — O pour / < /? et pour i~k. Telles sont pour ^>0 les 

methodes de Cesaro, de meme que les m(5thodes Ef^ de Euler. Ces 
dernieres sont d’apres M. S. Mazur (I. c.. Stud. Math. II, p. 40 — 50) des me- 
thodes parfaites. 

On ne salt pas si le th. 11, p. 95, subsiste, lorsque la methode A n’est 
pas reversible. 

Le th. 12, p. 95, peut etre complete comme suit: si la methode A est 
permanente, reversible et telle que chaque suite sommable par A vers un 
nombre Test vers le meme nombre par toute methode permanente pas plus 
faible de A, alors A est une methode parfaite. 

Le th. sur la forme g6n6rale des fonctionnelles lineaires definies dans 
un espace vectoriel separable E C {m) (voir p. 72) montre que toute fonction- 
nelle lineaire f{x) y coincide avec une limite g^n^ralis^e obteuue par certaine 
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m^thode A, c. a. d. qu’il existe iin tableau (A) tel qiie toute suite xQE est 
sommable vers /(^) par la m^thode correspondante a ce tableau. Or, si E 
n’est pas separable, ce th. pent etre en defaut; plus encore, il pent exister 
alors, comme I’a observe M. S. Mazur, une suite de fonctioiinelles 

lineaires defiiiies dans faiblenient convergente vers une fonctionnelle line- 
aire f{x) et telle que f^ix) coincide pour tout n = 1,2,... avec une limite gene- 
ralisee obtenue par une methode convenable, tandis que f{x) soit depourvue 
de cette propriety. 


CHAPITRE VI. 

§ 1. La notion d’operation totalement continue est due a M. D. Hil- 
bert et a M. F. Riesz, qui ont ete aussi les prepiiers a en mettre eii evi- 
dence rutilite. 

Selon une remarque de M. S. Mazur, on a le th. suivant: etant 

une suite d’operations lineaires et totalement continues, d^finies dans un es- 
pace E du type (R) et telles que lim i/„(.v) = .v pour tout xQE, la condition 

«->c« 

ncScessaire et suffisante pour qu’un ensemble GQE soit compact, est que la 
convergence de sur 0 soit uniforme. Un espace E qui admet une 

telle suite d’operations est en vertu du th. 1, p. 96, separable. La question 
si, reciproquement, tout espace E du type {B) separable admet une pareille 
suite d’opi^rations, reste ouverte. 

Au sujet du critere de la compacticite pour GCE cf. aussi A. Kolmo- 
goroff, Ober Kompaktheit der Fimktionenmengen bei d^r Konvergenz im Mittel, 
Gdttinger Nachrichten 1931, p. 60—63. 

§ 2. Tons ces exemples sont connus. 

§ 3. La notion d’operation conjuguee a ete introduite en toute gen^ra- 
lit6 pour la premiere fois dans ma Note Snr les fonctionnelles lineaires II. Stu- 
dia Mathematica I (1929), p. 223 — 239, qui contient aussi le th. 3, p. 100. La 
demonstration du th. 4, p. 100, se trouve egalement dans la Note de M. J. 
Schauder, Ober lineare vollstetige Fimktionaloperationen. Studia Mathematica 
II (1930), p. 183—196. 


CHAPITRE Vll. 

§ 1, M. W. Orlicz a observe que pour les espaces E faiblenient com- 
plets le th. 2, p. 107, peut etre precise davantage, a savoir que la serie (2) 
est alors convergente pour tout xQE. 

Un systerae biorthogonal {//} s’appelle complet si les suites {.v,} et 
{/^} sont des suites totales (voir les definitions p. 42 et 58). On peut montrer 
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qu’il existe des systemes biorthogonaux complets dans tout espace du type (B) 
separable. 

Un systeme biorthogonal est dit norm^, lorsqu’on a ] | = | // 1 — 1 

pour / = 1, 2, ... Selon une remarque de M. H. Auerbach, il existe des sy- 
stemes biorthogonaux norraes et complets dans tout espace du type {B) a un 
nombre fini de dimensions. Cependant on ne sait pas s’il en est ainsi dans tout 
espace du type (B) separable et meme s’il y existe toujours un systeme biortho- 
gonal coraplet tel que | .v J = 1 pour / = 1, 2, ... et lim \f^\<Cco. 


§ 2. En vertu dc la remarque precedents on pent supprimer dans le 
th. 5, p. 108, I’hypothese que les suites {a'/( 0} et {,V,(0} soient completes. 

§ 3. Le th., suivant lequel le systeme de Haar constitue une base dans 
(/.(z’)) oil se trouve dans la Note de M. J. Schauder, Bine Elgenschaft 

des Haarschen Orthogonalsy stems, Math. Zeitschr. 28 (1928), p. 317—320. 

On pent montrer que, etant donn^e dans un espace E du type {B) une 
suite d’el^ments telle qu’il existe pour tout xQE exactement une suite 

de nombres donnant lieu a la faible convergence de la suite^ ^ 

v.ers X, la suite constitue dans E une base. 

L’espace {Cip)) (v. exemple 7, p. 11) admet une base pour /z = 1, 2, ; 
on ignore cependant s’il en existe une dans I’exemple 10, p. 12. On ne sait 
non plus s’il y a une base p. ex. dans I’espace de toutes les functions reelles 
x{s,t) d^finies dans le carr6 0<C«5<>1) et admettant les d^rivees 

partielles d’ordre 1 continues, les operations elementaires dans cet espace 
etant definies comme d’ordinaire et la norme 6taut donn^e par la formule 
|j a: ji = max j a ( 5 , 0 I + niax [ x' {s, t) [ -f" i 0 i • 

0<A<1 0<.V<1 0<A<1 

0 </<l <)</<! 0</<l 

L’existence d’une base dans tout espace E du type {B) separable (5qui- 
vaut en vertu du th. 9, etabli au Chap. XI, § 8, p. 185, a I’existence d une 
base dans tout ensemble lineaire ferme C (O- Or, on ne connait aucun 
exemple d’espace du type {B) separable, ayant une infinite de dimensions, 
non isomorphe avec {L^) et tel que chacun de ses sous-ensembles lineaires 
ferm6 contienne une base. Remarquons toutefois que tout espace du type (R) 
a une infinite de dimensions renferme un ensemble lin6aire ferme a une in- 


finite de dimensions qui admet une base. 

La notion de base pent Stre evidemment introduite d’une fa^on plus 
generale deja pour les espaces du type (R). Dans I’espace (s) la base est don- 


nee p. ex. par la suite d’eiements 


oil et 



pour i — n 
pour l^n. 
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L’espace (S) ne contient aucune base; c’est une consequence du fait qu’il n’y 
existe aucune fonctionnelle lineaire ne s’annulant pas identiquement. 


CHAPITRE Vm. 

§ 4 et 5, Suivant une remarque de M. S. M a z u r, les th. 2—4, p. 123—124, 
subsistent aussi dans les espaces E du type (/*’), en rempla(;ant la condition 
(20) dans les th. 2 et 3 par la condition que la suite des fonctionnelles 
{/„(a:)} soit bornee dans une sphere. 

§ 6. Les conditions pour la convergence faible des fonctionnelles out 
^te donnecs pour les espaces (c) par M. 11. Hahn et pour les espaces {Up)) 
ou p'T'X par M. F. Riesz. 

Les conditions (45) et (46), donnees pour la faible convergence des 
fonctionnelles lirieaires d(5finies dans I’espace (r) voir p. 130 et corriger selon 

p. VIII) prennent pour le cas de I'espace (Cq) la forme: 1” la state < ^ \ | j 

[i^i J 

bornee et 2 ” lim = a. pour / = 1, 2 , ... 


CHAPITRE IX. 

§ 1. La notion de convergence faible des elements a et6 etudi(5 pour 
la premiere fois dans I’espace (L‘0 par M. D. Hilbert et dans les espaces {IAp)) 
ofi p>l par M. F. Riesz. 

Un ensemble G situe dans im espace E du type {B) est dit faiblement 
compact, lorsque toute suite d’elements de 0 contient une suite faiblement 
convergente. Dans les espaces {LiP)) et (/(P)) ou p >\ tout ensemble borne 
est faiblement compact (cf. p. 130 — 131). II en est de meme dans (c) et (Cq), 
tandis que les espaces (C), (/.), (/) et {m) sont depourvus de cette propriete. 

§ 2. Les conditions pour la convergence faible des (.dements ont ete 
donnees pour I’espace (c) par M. H. Hahn et pour les espaces (Q et {Up)) ou 
p^' \ par M. F. Riesz. Le th., p. 137, sur I’equivalence dans (/) de la con- 
vergence faible avec la convergence suivant la norme se trouve dans la Note 
de M. J. S c h u r, Ober lineare Transformationen in der Theorie der iinendlichen 
Reihen, Journ. f. reine u. angew. Math. 151 (1921), p. 79—111. 

II est a remarquer que la convergence faible d’une suite des fonction- 
nelles lin^aires definies dans un espace E du type {B) n’est pas une condi- 
tion suffisante pour la convergence faible de la mdme suite, lorsqu'on regarde 
cette derniere comme une suite d! elements dans I’espace c. a d. dans I’es- 
pace de toutes les fonctionnelles lin6aires definies dans E (et qui est egale- 
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nient du type (B)), Ainsi p. ex. dans (/) la notion de la convergence faible 
varie suivant qu’on en considere les elements comme des representants des 
fonctionnelles lineaires ou non. 


§ 4. Uii espace R du type (R) s’appelle faiblement comp let. lorsque toute 
suite d’eleiuents de faiblement convergente (c. a d. telle que lim f{x„) 

existe pour toute fonctionnelle lin^aire f{x) definie dans /:), est faiblement 
convergente vers im elt^ment de E. L’espace (Co), done aussi les espaces (c) et 
{m), ne sont pas faiblement complets. La propriete d’etre faiblement complet 
a ete etablie pour I’espace (/.) par M. H. S t e i n h au s (v. Additive and stetige 
fiinktionaloperationen. Math. Zeitschr. 5 (1918), p. 186—221) et pour les espaces 
{LtP)) et (/(/’)) ou /?>! par M. F. Riesz (v. Untersiichiingen Uber Systeme inte- 
grierbarer Riinktionen, Math. Ann. 69 (1910), p. 449 — 497). Suivant une remar- 
que de M. W. Orlicz (1. c. Bull, de I’Acad. Polon. des Sc. et des Let., F’evrier 


1932), I’espace (0) est faiblement complet, si lim N (2u) < 

N {u) 

de meme pour I’espace (o). 


1 -j- oo ; il en est 


Une serie d’el^ments d’un espace du type {B) s’appelle commutativement 
convergente („unbedingt kouvergent"), lorsqu’elle reste convergente ind^pen- 
damment de I’ordre de succession de ses termes. La propriety 7° (Chap. Ill, 
§ 3), p. 37, etablie pour les espaces du type (/•) implique aussitOt que la con- 
vergence absolue d’une serie en entraine toujours la convergence commuta- 
tive, niais on ne sait pas si la reciproque est vraie en dehors des espaces 
a un nombre fini de dimensions. M. W. Orlicz a demontre les th^oremes 
suivants. 

(1) La somme d’une serie commutativement convergente ne depend pas de 
I’ordre de ses termes, 

(2) Afin qu’une s^rie soit commutativement convergente, il faiit et il suffit 
que toute serie partielle soit convergente, 

(3) A la meme fin, il faut et il suffit que toute suite partielle soit faible- 
ment convergente vers un iUment. 

11 en r^sulte dans I’hypothese que I’espace E est faiblement complet 
que, pour la convergence commutative d’une s^rie 2] 4’elements de £, il 

n=l 

faut et il suffit que la s^rie ^l/(-^;,)| soit convergente pour toute fonction- 

n—l 

nelle lin^aire f{x) definie dans E. Ce dernier resultat permet d’^tablir pour 
les espaces faiblement complets plusieurs propri^t^s importantes des series 
commutativement convergentes d’el^ments, tout a fait analogues a celles des 
series commutativement convergentes de nombres. Ainsi p. ex. une s6rie 
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2] -^n commutativement convergente, lorsqu’il existe un nombre Af > 0 tel 

/i— 1 

que I’ont ait | + •^^2 + - + I ^ ^ diff6- 

rente /Z 2 » — > encore, lorsque la serie ^ est convergente, quelle que 

n— 1 

Boit la suite de nombres { tendant vers 0. Ces th6oremes jouent un r61e 
dans la theorie des series orthogonales (cf. M. W. Orlicz, 1. c., Stud. Math. I 
(1929), p. 241—255). 

CHAPITRE X. 

§ 1. Au sujet de la theorie des equations lindaires, d^veloppee dans 
ce chapitre, voir F. Hausdorff, Ziir Theorie der linearen Rdiitne, Journ. f. 
reine u. angew. Math. 167 (1932), p. 294 — 311. 

Les theoremes de ce § ont ete demontres dans le cas ou E—E — (E) 
par MM. E. H e 1 1 i n g e r et 0. T o e p 1 i t z (v. Integralgleichungen and GLei~ 
chungen mit unendlichvielen Unbekannten, Encyklopedie der Math. Wiss,, Leipzig 
1923—1927). Dans les cas plus general ou E = E' — (LiP)) avec p>l les th. 1 
et 3 ont dtd dtablis par M. F. Riesz, 1. c., Math. Ann. 69 (1910), p. 449—497 
et pour E = E' — (Up)) ou p>l par le meme auteur dans son livre Les syste- 
mes d’iqiiations lin^aires d line infinite ddnconnues, Paris 1913. Les th. 2 et 4 
pour E~E' — (LiP)) resp. (/(i^)) ou /?>! ont dte ddmontres par M. S. Saks, 
Remarques sur les fonctionnelles lin^aires dans les champs Lp, Studia Mathema- 
tica I (1929), p. 217—222. 

§ 2. Si on fait tomber dans le th. 15, p. 154, I’hypothese que Toperation 
U (x) est totalement continue, les equations en question peuvent ne pas avoir 
le nombre dgal de solutions lineairement independantes. On pent cependant 
montrer que pour | ^7 [ = 1 on a rinegalite n <7! v et qu’elle redevient dgalite, 
lorsque, en outre, I’espace E est faiblement complet et tel que tons les en- 
sembles bornes y sont faiblement compacts (v. S. Mazur, Cher die Niillstellen 
linearer Operationen, Stud. Math. II (1930), p. 11—20). 

CHAPITRE XI. 

§ 2. Le plus ancien exemple connu d’une transformation isometrique 
des espaces du type (B) Tun dans I’autre est celui de la transformation isomd- 
trique de (L^) en (P) qui s’obtient des th. de Riesz-Fischer et Parseval- 
Fatou. 

§ 3. On ignore si le th. 2, p. 166, subsiste pour les espaces du type (F); 
suivant une remarque de MM. S. Mazur et S. Ulam, il devient toutefois faux 

S. Banach. Theorie des operations lineaires. 10 
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pour les espaces du type (G). Les memes auteurs m’ont de plus signals le 
corollaire suivant du Ih. 2 en question: il n’est pas possible de d^finir dans 
un espace metrique /: les operations (d’addition des elements et de multipli- 
cation par nonibres) de deux manieres differentes, de fa^on que dans les deux 
cas R devienne un espace vectoriel norme et que I’element t-) de E reste le 
menie. 

§ 4. On ne connait aucun exeniple do deux espaces du type {B) s6pa- 
rables, a uue infinite de dimensions et qui ne soient homdomorphes; d’autre 
part, on ne sait pas ddmonlrer que p. ex. (C) est homeoinorphe a (c). Pareil- 
lement, on ne reussit pas d’etablir rhom^oinorphie entre (C) et (/). Or, les 
espaces (L(p)) et (/('/)) sont homeomorphes pour ' 1 < </. arbitraires (v. S. Ma- 
zur, Une reniarqne siir I’homcomorphie des champs fonctionnels, Stud. Math. I 
(1929), p. 83-85). 

D’un int^ret particulier semble etre la question si (C) est homdomorphe 
avec Tespace des fonctions continues definies dans le carre. On ne connait 
aucun exemple de deux espaces metriques compacts a un nombre fini, mais 
inegal, de dimensions (an sens de Menger-Ury sohn) et tels que les espa- 
ces des fonctions continues ddfinies dans eux soient homeomorphes. 

§ 5. La notion de rotation est applicable d’une fa(^on generale aux espaces 
du type (G). II pent arriver que la seule rotation possible autour de B y soit donnde 
par la transformation U (x) — x; dans les espaces du type (/•') la transforma- 
tion V (x) = — A' est aussi une rotation autour de B. II existe des espaces du 
type {B) a une infinite de dimensions ou il u’y a que ces deux rotations au- 
tour de B. La forme geudrale (15) des rotations dans (/.2), dtablie p. 174, 
(d’ailleurs connue depuis longtemps), montre que pour tout couple d’elements a- et 
3 / a la norme 1 il y existe une rotation autour de B qui transforme a: en y. M. S. 
Mazur a pose la question si tout espace du type {B) separable, ayant une 
infinitd de dimensions et jouissant de cette proprietd est isomdtrique avec (E^). 

§ 6. La notion d’isomorphie s’applique aussi aux espaces du type (G). 
Deux espaces du type (G) sont equivalents, lorsqu’il existe une transformation 
isomdtrique et additive de I’un en Tautre. 

Soit pour deux espaces isomorphes E et E^ du type {B) 

{E, Ei) = borne inf [log ( 1 G | • 1 G— 1 | )] 

ou G parcourt toutes les transformations biunivoques lindaires de E en Si 
{E, TT,) = 0, les espaces E et E^ seront dits presqiie isometriques. Les espaces 
isomdtriques sont en meme temps presque isomdtriques. La rdciproque est vraie 
en tout cas pour les espaces a un nombre fini de dimensions, mais on ne 
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salt pas refuter lliypothese que p. ex. les espaces (c) et (fo)i qui ne sont pas 
isom^triques, soient presque isora^triques. 

Consid^rons I’ensemble tons les espaces qui s’obtiennent d’un 

espace donne E du type (6), lorsqu’on eu remplace la norme par une iiorme 
4quivalente quelconque. II est Evident que tout espace qui appartient a 
est isomorphe avec E et que tout espace isomorphe avec E est isometriqiie 
avec un espace de rensemble J p. Divisous en sous-ensembles, en rangeant 
deux espaces dans le nieme sous-ensemble t, lorsqu’ils sont presque isometriques. 
Pour deux sous-ensembles et t, de Jp posons ('-i, u) = ^- 2 ) ob E^ et E.^ 

sont des espaces arbitraires appurtenant respectivement a et ’-v. On pent 
montrer que cette definition est univoque et que Tensemble /p de tous les 
t, ainsi metrisd, constitue un espace m^trique complet. .T’ai iiitroduit ces no- 
tions en collaboration avec M. S. Mazur. 

§ 7. On pent etudier aussi des produits infinis. Designons par {Ei X ^2 X --Oi’ 

ou /fa, ... sont des espaces du type (B) I’espace E du type (/f) defini comme 

suit: les elements de E sont toutes lea suites ou POtir « = 1,2, ... 

et telles que lim j] a'^JI = 0; Taddition et la multiplication par nombres terme 
«->»• 

a terme; la norme 1| (Xj} il — niax |i a'„ |! . On definit d’une fa^on analogue p. 
ex. les espaces {E, X X {F, X F., X et (/:', X F., X ou 1. 

§ 8. P. Urysohn a 4te premier a demontrer Texistence d’un espace 
metrique separable contenant des sous-espaces isometriques a tout espace 
mdtrique separable donne d’avance (v. P. Urysohn, Stir un espace metrique 
universel, Bull. Sci. Math. 151 (1927), p. 1—38). 

§ 9. On ne sait pas si Tequivalence des espaces et E^ entraine tou- 
jours I’isomorphie des espaces Zf, et /fo (cf. th. 11, p. 188). La reciproque 
du th. 12, p. 189, est evidemment fausse, mais on ignore s’il en est de meme 
de la reciproque du th. 13, p. 189, a savoir, si I’dquivalence entre I’espace El du 
type {B) separable et I’espace E entraine, oui ou non, [’existence dans toute suite 
born^e d’^lements de E d’une suite partielle faiblement convergente vers un 
Element de F. La question suivante reste aussi ouverte: 6tant donne un es- 
pace E du type {B) tel que I'espace conjugue E n’est pas separable, existe-t-il 
dans E une suite born^e d’^I^ments ne contenant aucune suite partielle fai- 
blement convergente? 


CHAPITRE XII. 

Nous aliens dnumerer ici une s6rie de propridtes isometriques. resp. iso- 
morphes, resp. dirnensionnelles, c. a d. qui se reproduisent, lorsqu’on passe d’un 
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espace du type {B) qui en jouit a un espace quelconque isom^trique, reap, 
isomorphe, reap, de dimension lineaire egale. 

Propri^tes isomdtriques: 

(1) La convergence faible d une suite d’el^menta vers I’^l^ment aTo, 

joiute a I’^galite lim | 1 = [ a'q 1 , entraine lim | — Vo | = 0. 

fj— >C«3 /I— >CO 

(2) I Ao ! — 1 entraine I’existeuce d’une et d’une [aeule fonctionnelle li- 
n^aire / (a) telle que /(aq) = 1 et |/1 = 1. 

(3) Isom^trie de I'espace avec I’espace conjugu^. 

(4) laom^trie de I’espace avec chaque soua-ensemble lineaire et ferme 
a une infinite de dimensions. 

(5) Isometrie entre tout couple de sous-ensemblea lin^aires a un nom- 
bre fini donn6 n > 2 de dimensions. 

ProprieUs isomorphes: 

(6) Existence d’une base. 

(7) Existence pour tout sous-ensemble lineaire ferme S d’un soua-en- 
semble lindaire ferme T tel que tout Element a se laiase repr^senter d’une 
seule maniere dans la forme A = 5-j-^ ob et tQT. 

(8) Existence pour tout sous-enaemble lineaire ferm6 5 d’une transfor- 
mation lindaire de I’espace entier en S entier. 

(9) Existence pour tout espace separable B d'une transformation )in6- 
aire de I'espace donn6 en E tout entier. 

(10) Isomorphie de I'espace avec I’espace conjugu6. 

(11) Isomorphie de I'espace avec son carre. 

Propriites dimensionnelles: 

(12) La propri6t6 d'etre faiblement complet. 

(13) Corapacticit6 faible des sous-ensemblea born^s. 

(14) Existence de la base dans tout sous-ensemble lineaire ferm6. 

(15) Isomorphie de tons les sous-ensembles lin^aires fermes a une in- 
finite de dimensions. 

(16) Egalite de la dimension lindaire de’tous les sous-ensembles line- 
aires fermes a une infinite de dimensions. 

(17) Equivalence entre la convergence faible des elements et leur con- 
vergence suivant la norme. 

(18) Egalite entre la dimension lineaire de I'espace et celle de son carre. 

Sur le tableau qui suit la presence et I'absence connues de ces proprie- 
te dans divers espaces est designee respectivement par 4" ©t les mailles 
libres correspondent aux problemes ouverts, d'ailleurs pas faciles. 
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Comme I’a remarqu6 M. S. Mazur, il existe des espaces s^parables 
a une infinite de dimensions qui, sans etre isomorphes avec {D), jouissent 
de la propri6t6 (3), done aussi de la propri6t6 (10), tandis qii’il n’en existe 
aucun, du moins parmi les espaces connus, qui jouisse de la propriety (4), 
(5) ou (14). M. Mazur a demontr^ d’aiitre part, qiie tout espace separable, 
a une infinite de dimensions et qui possMe la propriety (5) pour n — 2 est, 
r^ciproquement, isom^trique avec {L^). La propri^te (6) est en d6faut dans tons 
les espaces non separables, mais on ignore si tous les espaces s^parables la 
possedent. On ne salt non plus s'il existe un espace separable a une infinite 
de dimensions qui, sans etre isomorphe a (/-^), {L) ou (/), posede la propri^t^ 
(8). Les propri6t6s (11) et (18) se pr^sentent pour tous les espaces connus 
a une infinite de dimensions; on ignore cependant s'il en est ainsi en gene- 
ral pour tous les espaces pareils. On ne sait ni ddmontrer, ni refuter que 
tout espace separable jouit de la propri^td (14). Enfin, on ne connait aucun 
exemple d'espace a une infinite de dimensions qui, sans 6tre isomorphe avec 
(L^), possede la propriety (15). 

On remarquera qu’aucune des propriet^s isom^triques envisagdes ici n'est 
une propri^td isomorphe. Or, nous ne savons pas si toutes les propri6t6s 
isomorphes qui ont 6td 6numer6es ne sont en meme temps des propri^tes 
dimensionnelles. Parmi les autres problemes rest^s ouverts signalons les 
suivants: 
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Soient X,(x) et X 2 (x) deux fonetionnelles lindaires quelconques d^- 
finies dans un espace E du type {B) a une infinite de dimensions et ne s’an- 
nulant pas identiquement. Gj et G 2 d^signant respectivement les ensembles 
des Elements de E oil ces fonetionnelles s'annulent, on pent montrer que 
dim; (G,) = dim; (Gj); or, est-il vrai que dim; (Gi) = dim; (£)? 

'2P Les dimensions lineaires de deux espaces du type {B) etant suppo- 
sees incomparables, est-il vrai qu’il en est de-meme de celles de leurs carr^s? 

Notons pour terminer quelques resultats de M. S. Mazur concernant 
la geometric des espaces vectoriels norm^s. 

E designant un tel espace, appelons translation toute transformation 
isometriqiie de I’espace E en lui-meme de la forme U{x)~x-]-Xq, oii XqCE; 
les ensembles s’obtenant par translation des ensembles lineaires s’appelleront 
variet^s lineaires. Une variete lin^aire H^E portera le nom d’hyperplan, lors- 
qu’il n’existe aucune variate lineaire ferm^e G telle que HQGQE et E. 

Nous dirons qu’un ensemble A est sitae d’un cote de I’hyperplan //, lorsqiie 
tout segment unissant deux point de /I — H est disjoint de H. Un ensemble C 
sera dit corps convexe, lorsqu’il est ferme, convexe ct contient des points int6- 
rieurs. Un hyperplan H s’appellera plan d'appai („StQtzebene‘‘) du corps con- 
vexe C, lorsque C est situ6 d’un cote et a la distance 0 de //; en particulier H 
pent done passer par des points frontiercs de G. 

Ceci pos6, on a le theoreme: par tout point frontiere Xq d’un corps con- 
vexe C passe un plan d’appui fi C (cf. G. Ascoli, Sugli spazi lineari... , 
Annali di Mathematica X (1932), p. 33—81). II en resulte que tout ensemble 
convexe ferrad est faiblement ferm6. En d’autres termes: 6tant donn^e une 
suite de points de £, faiblement convergente vers XqCE, il existe des 
nombres non-negatifs c(^) a indices naturels, tels que = 0 pour tout n 

a partir d’un certain i et que la suite de points ou ^ cip)x^ pour 

/—I 

tout i a partir d’un certain n, converge vers le point Xq. Cette derniere con- 
vergence a 6t6 obtenue par M. S. Mazur et moi d’abord par une autre voie. 

En particulier, pour I’espace (C) elle a et6 etablie aussi par MM. D. C. 
Gillespie et W. A. H u r w i t z (v. On sequences of continuous functions ha- 
ving continuous limits, Transact. Americ. Math. Soc. 32 (1930), p. 527—543) et, 
ind^pendamment, par M. Z. Z a 1 c w a s s e r (v. Sur une propri^td du champ des 
fonctions continues, Studia Mathematica II (1930), p. 63—67). 

On peut montrer de plus que la condition n^cessaire et suffisante pour 
la convergence faible d’une suite (born^e) de points {x^^ vers un point Xq, 
est que tout corps convexe (born6) contenant une infinite de points con- 
tienne le point Xq. 
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Condensation des singularitds (theoreme 
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Condition de Baire pour ensembles 15, 
pour op«^rations 17, de Cauchy 9, 
Conjugal exposant 2, 

Conjugate op<^ration 100, 


Connexe (ensemble, espace) 21, 
Continue (operation) 16, faiblement (fon- 
ctionnelle) 131,totalement (operation) 
96, 

Contredomaine 16, 

Convergence asymptotique 3, commuta- 
tive 240, en mesure 3, en moyenne 4, 
faible (des Elements) 133, (des fon- 
ctionnelles) 122, 

Convergente scrie 37, suite 9, (d’opera- 
tions) 16, 

Convexe corps 246, ensemble, espace, 
27, fonction 227, 

Corps convext 246. 

Dense ensemble 13, 

Derive (ensemble) 13, faible 208, trans- 
fini 213, 

Developpement d’un element 106, d’une 
fonction 82, 

Diametre d’un ensemble 166, 
Dimension lineaire 193, 

Dimensionnelle (propriety) 243, 
Distance 9, 

Domaine 16. 

EUment-z^ro d’un espace 20, 

Element propre (d’une equation) 157, 
Ensemble analytique ou {A) 17, 235, con- 
nexe 2 1 , convexe 27, compact 9, (faible- 
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ment 130, 239), de I-e, de Il-e categoric 
13, dense 13 (faiblement) 123, d^riv^ 
13, (faible 208, transfini 213), faible- 
ment complet 240, ferme 13 (fai- 
blement 124, r^guli^rement 116), 
fondamental (d’^lements) 58, line- 
aire 26, mesurable (B) 15, (J), (L) 
32, non-dense 13, ouvert 13, parfait 
13, total (d’elements) 58, (de fon- 
ctionnelles) 42, vectoriel 26, 
Ensembles homdomorphes 170, 
Entourage 13, 

Equations associ^es 157, sym^triques 
164, 

Equivalence (des espaces) 180, 242, 
Espace abelien 229, (Q 11, {CiP)) 11, 
(f) 11, (fo) 181, compact 9 (faiblement 
239), complet 9, conjugue 188, con- 
nexe 21, (79) 8, du type {B) 53, {E) 
35, (G) 21, {HiP)) 227, lineaire 26, 
{LiP)) 12, {lip)) 12, {M) 10, (m) 11, 
metrique 8, norm^ 53, (0) 227, (o) 
228, (Q) 227, (/?) 227, (S) 9, (s) 10, 
separable 13, universel 187, 

Espaces Equivalents 180, 242, isometri- 
ques 165 (presque) 242, isomorphes 
180, 

Exposants conjugues 2, 

Extension d’une fonctionnelle 27. 

F aible convergence (des elements) 133, 
(des fonctionnelles) 122, derive 208, 
limite 122, methode de sommation 90, 
Eaiblement compact (espace) 239, com- 
plet (espace) 240, continue (fon- 
ctionnelle) 131, convergente (suite 
de fonctionnelles) 122, dense (en- 
semble de fonctionnelles linEaires) 

^) Terme coincidant avec le terine 
classique ,prolongement* pour les fon- 
ctions. 


123, fermE (ensemble de fonction- 
nelles linEaires) 124, 

Eerm^ (ensemble) 13, 

Eerm^e (suite d’ElEments de (C), (^-(''))) 
72, 

Eermetiire d’un ensemble 13, 
Eonctionnelle 16, additive 23, 27, con- 
tinue 16 (faiblement) 131, lineaire 23, 
non-negative 217, orthogonale (^ un 
ElEment ou un ensemble d’ElEments) 
59, propre (d’une Equation) 157, 
Eondamental (ensemble d’elEments) 58. 

Glissante mEtrique 230, 

Groupe 20. 

Hom^omorphie 170, 

Homogene (opEration) 27, 

Hyperplan 246. 

Incomparables (dimensions) 193, 
Inversion (d’une opEration linEaire) 37, 
IsomHrie, isomHriqiie espace, transfor- 
mation 165, presque isomEtrique 
(espace) 242, propriEtE 243, 
Isomorphie 180, isomorphes espaces 180, 
propriEtEs 243, 

Lim, limite gEneralisEe 33, 34, 236, 
Limite 9, asymptotique 226, des opEra- 
tions 16, faible 122, 133, (point-) 9, 
transfinie 118, 119, 

Lineaire combinaison 27, dimension 193 
ensemble, espace 26, opEration 23, 
transformation 165, variEtE 246. 

Mesurable {B) ensemble 15, opEra- 
tion 16, 

Mesiire (convergence en) 3, 

MHhode de sommation normale 95, 236, 
parfaite 90, permanente 90, plus faible 
que 90, reversible 90, 
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M^trique (espace) 8, 

Mitrique .glissante" 230, 

Moments (probleme des) 74. 

Non-dense (ensemble) 13, 

Non-negative (fonctionnelle) 217, 
Normale (m^thode de sommation) 
236, suite voir norm^e, 

Norme d’un Element 53, d’une operation 
54, 

Norme (espace) 53 
Normee^) suite 112, systeme 238. 
Operation 16, additive 23, associee ou 
conjugu^e 100, continue 16, homo- 
gdne 27, lin^aire 23, mesurable {B) 
16, sym^trique 163, totalement con- 
tinue 96. 

Parfait (ensemble) 13, 

Parfaite (mdthode de sommation) 90, 
Permanents (methode de sommation) 90, 
Plan d’appui 246, 

Point d‘ accumulation des dl^ments 12, 
des fonctionnelles 208, 

Point-limite 9, 

Presque isometriques espaces 242, 
Principe de condensation des singula- 
riles 81, 

Probleme des moments 74, 

Produit des espaces 182, 

Prolongement (d’une fonctionnelle) voir 
extension, 

Propre element, fonctionnelle, valeur 
(d’une equation) 157, 

Propriete isometrique 243, isomorphe 
243, dimensionnelle 243. 

Reguliere (valeur d’une equation) 157, 
pegulierement ferme (ensemble de fon- 
ctionnelles) 116, 

*) Terme coincidant pour les suites 
orthogonales de fonctions avec le terme 
„normale“. 


Reversible (methode de sommation) 90, 
Rotation 173. 

Segment 27, 
separable (espace) 13, 

Serie convergente 37, commutativement 
convergente 240, 

Singulariie (condensation des) 24, 81, 
Sommation (methodes de) 90, 
Sous-groupe 21, 

Spectre (d’une Equation) 157, 

Sphere 13, ouverte 13, 

Suite biorthogonale 112, complete 72, 
convergente (d’616ments) 9, (d’op^- 
rations) 16, asymptotiquement 3, en 
moyenne 4, faiblement (d’elements) 
133, (de fonctionnelles) 122, fer- 
mee 72, biorthogonale compile 240, 
norm^e voir normee, 

Symetriques (equations) 164, 

Systeme biorthogonal voir suite. 

Total, ensemble d’elements 58, de fon- 
ctionnelles 42, 

Totalement continue (operation) 96, 
Transfini (derive) 213, 

Transfinie (limite) 118, 

Transfiniment ferme (ensemble de fon- 
ctionnelles) 119, 

Transformation isometrique 165, lineaire 
165, 

Translation 246. 

Universel (espace) 187, 243. 

Valeur d’une operation 16, propre d’une 
Equation l57, reguliere d’une equation 
157, 

Variete lineaire 246, 

Vectoriel (ensemble, espace) 26, 
Voisinage (d’un point) 13. 
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